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Complexités  


Première	  ques0on	  théorique	  :	  	  
complexités	  en	  temps	  et	  en	  espace.	  
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Mo/va/ons

Contexte	  	  
un	  problème	  à	  résoudre	  

-‐	  un	  problème	  =	  une	  ques0on	  +	  des	  paramètres	  (données	  "en	  entrée")	  
une	  instance	  de	  ce	  problème	  qui	  admet	  au	  moins	  une	  solu0on	  

-‐	  une	  instance	  =	  un	  choix	  des	  données	  d'entrée	  	  
un	  algorithme	  qui	  calcule	  sa	  solu0on	  

-‐	  un	  ou	  même	  plusieurs	  algorithmes	  
	  

Ques0ons	  du	  jour	  
De	  combien	  de	  temps	  a	  besoin	  l'algorithme	  pour	  calculer	  ceTe	  solu0on	  ?	  
De	  combien	  d'espace-‐mémoire	  a	  besoin	  l'algorithme	  pour	  calculer	  ceTe	  
solu0on	  ?	  
	  

Mo0va0ons	  
Choisir	  l'algorithme	  le	  plus	  efficace	  ?	  
Problème	  se	  résout	  en	  un	  temps	  raisonnable	  ?	  
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Je  calcule  la  somme  de  n  valeurs

fonction sommer(t : tableau d'entiers, n : entier) retourne entier
  res : entier = 0  // j'accumule dans res
  i : entier  // iterateur
debut
  pour i de 0 à n-1 faire
      res = res + t[i] 
  fin pour
  retourne res
fin fonction
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Une	  instance	  :	  un	  choix	  de	  n	  et	  des	  n	  valeurs	  du	  tableau	  t	  
	  
Principe	  d'un	  algorithme	  :	  je	  parcours	  le	  tableau,	  "du	  début	  à	  la	  fin",	  je	  lis	  
chaque	  valeur,	  je	  l'accumule	  dans	  une	  variable	  (ini0alement	  mise	  à	  zéro),	  
je	  retourne	  ceTe	  variable.	  	  
	  
	   Complexité  en  temps,    

complexité  en  espace  
Quel	  est	  le	  temps	  nécessaire	  à	  la	  résolu0on	  du	  problème	  avec	  un	  algorithme	  ?	  
Quel	  est	  l'espace-‐mémoire	  nécessaire	  à	  la	  résolu0on	  du	  problème	  avec	  un	  
algorithme	  ?	  
	  

30/03/16	  14:38	   Algo	  2.	  L1	  math-‐info.	  PhL	  (2015)	   4	  



30/03/16	  

2	  

Complexité  ?  en  temps  ?  en  espace-‐mémoire  ?
1.	  On	  a	  un	  problème	  à	  résoudre	  :	  

-‐  calculer	  la	  somme	  de	  n	  valeurs	  en0ères	  stockées	  dans	  un	  tableau	  t	  

2.	  On	  a	  (au	  moins)	  un	  algorithme	  qui	  résout	  ce	  problème	  
-‐  par	  exemple:	  sommer	  dans	  sa	  version	  "boucle	  pour"	  

	  
3.	  Combien	  de	  temps	  pour	  calculer	  la	  réponse	  ?	  

-‐  ça	  dépend	  de	  n	  :	  le	  nombre	  de	  valeurs	  à	  sommer	  	  
-‐  A	  priori,	  le	  temps	  de	  calcul	  est	  une	  fonc0on	  croissante	  de	  n	  
-‐  OK	  mais	  croissante	  comment	  ?	  linéaire	  ?	  quadra0que	  ?	  	  logarithmique	  ?	  
-‐  on	  parle	  aussi	  de	  coût	  de	  l'algorithme	  

	  
4.	  Combien	  d'espace-‐mémoire	  pour	  calculer	  la	  réponse	  ?	  

-‐  ça	  dépend	  aussi	  de	  n	  :	  faut	  déjà	  réussir	  à	  stocker	  les	  n	  valeurs	  !	  
-‐  OK	  mais	  quel	  est	  l'espace	  mémoire	  supplémentaire	  pour	  résoudre	  le	  
problème	  ?	  

-‐  Dépendant	  ou	  indépendant	  de	  n	  ?	  	  	  
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Paramètres  de  la  complexité  

On	  a	  un	  problème	  à	  résoudre	  :	  
-‐  calculer	  la	  somme	  de	  n	  valeurs	  en0ères	  stockées	  dans	  un	  tableau	  t	  
	  

Quels	  sont	  les	  paramètres	  du	  coût	  de	  sa	  résolu0on	  ?	  
1.  La	  taille	  du	  problème	  	  

-‐	  ce	  qui	  caractérise	  la	  taille	  dépend	  du	  problème	  	  
-‐  sur	  l'exemple	  de	  la	  somme	  :	  	  

taille	  =	  n	  :	  le	  nombre	  de	  valeurs	  en0ères	  à	  sommer	  
-‐  je	  trie	  n	  valeurs	  en0ères	  :	  

taille	  =	  n	  :	  le	  nombre	  de	  valeurs	  en0ères	  à	  trier	  
-‐	  je	  calcule	  l'addi0on	  de	  2	  nombres	  en0ers	  :	  	  

-‐  la	  taille	  est	  le	  nombre	  de	  chiffres	  de	  chaque	  opérande	  (ou	  le	  max	  des	  2)	  
	  

2.  Certaines	  données/entrées	  du	  problème	  :	  instance	  du	  pb	  
-‐  je	  trie	  une	  liste	  déjà	  triée	  vs.	  je	  trie	  une	  liste	  "très	  bien	  mélangée"	  
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complexité  =  f(taille)    
ordre  de  grandeur  pour  des  très  grandes  tailles  

complexité	  =	  f(taille)	  	  
-‐	  un	  seul	  paramètre	  :	  la	  taille	  du	  problème	  	  
-‐	  la	  complexité	  	  (le	  coût)	  	  sera	  une	  fonc0on	  de	  ce	  paramètre	  
-‐	  le	  paramètre	  est	  donc	  ce	  qui	  fait	  varier	  le	  temps/l'espace	  mémoire	  nécessaire	  à	  la	  
résolu0on	  du	  problème	  

Complexité	  asympto5que	  	  
-‐  on	  s'intéresse	  souvent	  au	  coût	  pour	  des	  tailles	  arbitrairement	  grandes	  
-‐  l'ordre	  de	  grandeur	  de	  f	  est	  caractéris0que	  de	  ce	  coût	  pour	  des	  grandes	  tailles	  :	  
linéaire,	  quadra0que,	  logarithmique,	  semi-‐log,	  exponen0el	  

	  
Pire	  cas,	  meilleur	  cas,	  cas	  moyen	  

-‐	  si	  la	  difficulté	  /	  le	  coût	  du	  calcul	  de	  la	  solu0on	  dépend	  de	  l'instance	  du	  problème,	  
on	  peut	  dis0nguer	  :	  

	  -‐	  le	  pire	  des	  coûts	  
	  -‐	  le	  meilleur	  des	  coûts	  	  
	  -‐	  le	  coût	  moyen	  (	  c'est	  plus	  difficile	  :	  la	  moyenne	  sur	  quel	  échan0llon	  ?)	  	  

chacun	  de	  ces	  coûts	  étant	  toujours	  une	  fonc0on	  de	  la	  grande	  taille	  du	  problème.	  
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Comment  mesurer  le  coût  d'un  algorithme  ?

On	  a	  (au	  moins)	  un	  algorithme	  qui	  résout	  ce	  problème	  
-  sommer	  dans	  sa	  version	  "boucle	  pour"	  

	  
On	  veut	  mesurer	  les	  coûts	  en	  temps	  d'exécu0on	  et	  en	  espace-‐
mémoire.	  Comment	  exécuter	  un	  algorithme	  ?	  
	  
On	  fait	  exécuter	  l'algorithme	  par	  un	  modèle	  de	  machine	  

-‐  simple	  :	  on	  cache	  beaucoup	  de	  détail	  d'une	  véritable	  exécu0on	  	  
-‐  mais	  pas	  trop	  simpliste	  :	  les	  résultats	  et	  les	  observa0ons	  réelles	  sont	  
raisonnablement	  corrélées	  

-‐  l'exécu0on	  con0nue	  a	  dépendre	  des	  données	  d'entrées	  ;	  pire	  cas,	  
meilleur	  cas	  

-‐  un	  premier	  objec0f	  :	  dégager	  des	  tendances,	  des	  ordres	  de	  grandeur	  	  
	  
	  
	  30/03/16	  14:38	   Algo	  2.	  L1	  math-‐info.	  PhL	  (2015)	   8	  



30/03/16	  

3	  

  
Complexité  en  temps
Analyse	  du	  pire	  temps	  d'exécu0on	  avec	  le	  modèle	  RAM	  ?	  
Et	  en	  pra0que	  ?	  
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Un  modèle  de  complexité    
pour  mesurer  le  coût  en  temps  d'un  algorithme
Toutes	  les	  instruc0ons	  importantes	  comptent	  1	  unité	  de	  temps	  :	  

1	  =	  affecta0on	  =	  comparaison	  =	  opéra0on	  arithmé0que	  =	  op.	  logique	  	  
=	  accès	  mémoire	  =	  entrées/sor0es	  	  
	  

Séquen0alité	  des	  instruc0ons	  :	  
si	  l'instruc0on	  p	  coûte	  c1	  et	  l'instruc0on	  q	  coûte	  c2,	  	  
alors	  la	  suite	  d'instruc0ons	  p,	  q	  coûte	  c1+c2	  
	  

Coût	  du	  si	  ...	  sinon	  ...	  :	  
inférieur	  ou	  égal	  au	  coût	  maximum	  de	  chaque	  branche	  d'instruc0ons	  

	  
Coût	  de	  la	  boucle	  pour	  i	  de	  0	  à	  n-‐1	  faire	  p	  :	  

si	  le	  coût	  de	  p	  ne	  dépend	  pas	  de	  i	  :	  n	  x	  coût(p)	  
sinon	  :	  la	  somme	  des	  coûts	  de	  chacune	  des	  n	  répé00ons	  

	  
Coût	  de	  la	  boucle	  tant	  que	  (condi0on)	  faire	  p	  :	  

dépend	  du	  nombre	  de	  répé00ons,	  inconnu	  a	  priori	  
on	  peut	  cependant	  majorer	  ce	  nombre	  de	  répé00ons	  
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Comment  mesurer  le  coût  d'un  algorithme  ?

On	  a	  (au	  moins)	  un	  algorithme	  qui	  résout	  ce	  problème	  
-‐	  sommer	  dans	  sa	  version	  "boucle	  pour"	  

	  
On	  a	  un	  modèle	  de	  complexité	  basé	  sur	  :	  
-‐  toutes	  les	  instruc0ons	  importantes	  comptent	  1	  unité	  (de	  temps)	  	  

-‐  1	  =	  affecta0on	  =	  comparaison	  =	  opéra0on	  arithmé0que	  =	  op.	  logique	  =	  ...	  
-‐  donc	  on	  pourrait/devrait	  tout	  compter	  ...	  	  

En	  pra0que,	  on	  va	  choisir	  certaines	  instruc0ons	  plus	  significa0ves	  
du	  temps	  de	  traitement	  de	  l'algorithme	  

-‐  par	  exemple	  :	  on	  compte	  "seulement"	  les	  addi0ons	  dans	  sommer	  	  
-‐  on	  a	  autant	  d'affecta0ons	  dans	  res	  que	  d'addi0ons	  
-‐  on	  ne	  compte	  pas	  les	  affecta0ons	  et	  les	  addi0ons	  cachées	  dans	  la	  mise	  à	  
jour	  des	  indices	  de	  boucles	  pour	  

-‐  conclusion	  :	  complexité(sommer)	  =	  f(nombre	  d'addi0ons	  de	  la	  ligne	  L6)	  
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C(sommer) = f(nombre d'additions de la ligne L6) 

5.   pour i de 0 à n-1 faire
6.        res = res + t[i] 
7.   fin pour

Comptons !
- n	  est	  la	  taille	  du	  problème	  "sommer	  n	  valeurs"	  
-‐  l'algorithme sommer effectue	  1	  addi0on	  (L6)	  à	  chacune	  des	  n	  répé00ons	  de	  la	  
boucle	  pour	  	  (L5-‐7)	  

-‐  complexité	  de	  la	  somma5on	  séquen5elle	  sommer	  :	  C(n)	  =	  n	  
-‐  L'algorithme	  sommer a	  une	  complexité	  linéaire	  en	  la	  taille	  du	  problème	  à	  
résoudre	  

	  
Interpréta0on	  :	  	  
-‐	  si	  on	  double	  le	  nombre	  de	  valeurs	  à	  sommer,	  on	  double	  le	  temps	  de	  calcul	  
-‐  C'est	  d'autant	  plus	  vrai	  que	  n	  est	  assez	  grand	  pour	  que	  le	  temps	  de	  ces	  
opéra0ons	  (les	  addi0ons)	  cons0tue	  la	  part	  significa0ve	  du	  temps	  total	  de	  
l'exécu0on	  de	  sommer.	  	  
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Du  modèle  pour  l'algorithme    
à  la  mesure  d'un  code

Des	  différences	  importantes	  entre	  le	  modèle	  d'analyse	  de	  complexité	  de	  
l'algorithmes	  et	  la	  chaîne	  de	  calcul	  actuelle	  :	  processeur,	  mémoires	  
hiérarchiques,	  op0ons	  du	  compilateur,	  parallélisme,	  prédic0on	  ...	  
	  
La	  mesure	  des	  performances	  d'un	  code	  est	  un	  processus	  expérimental	  
assez	  difficile	  et	  qui	  ment	  facilement	  	  
	  
L'analyse	  de	  complexité	  est	  cependant	  significa0ve	  de	  la	  tendance	  des	  
mesures	  

en	  pra0que	  :	  un	  problème	  donné	  de	  grande	  taille	  est	  résolu	  plus	  rapidement	  
par	  un	  algorithme	  en	  n,	  	  que	  par	  un	  algorithme	  en	  n2	  ,	  et	  encore	  plus	  que	  par	  
un	  algorithme	  en	  n3	  ...	  	  	  

	  
Exemple	  pour	  des	  opéra0ons	  très	  calculatoires	  

on	  compte	  le	  nombre	  d'opéra0ons	  arithmé0ques	  
on	  mesure	  les	  temps	  d'exécu0on	  d'un	  programme	  (python	  sur	  mac-‐intel)	  
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Des  mesures  réelles  de  sommer�
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sommer est	  bien	  linéaire	  en	  nombre	  d'addi0ons	  
	  
Quel	  sur-‐coût	  observe-‐t-‐on	  quand	  la	  taille	  du	  problème	  est	  mu0pliée	  par	  10	  ?	  

Mesures	  sur	  ma	  machine	  de	  la	  somme	  codée	  en	  C	  :	  

  
Des  mesures  réelles  de  A x�
�
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ATen0on	  :	  échelles	  logarithmiques	  sur	  les	  2	  axes	  !	  
-‐	  se	  convaincre	  que	  la	  pente	  de	  t(A.x)	  vaut	  2,	  ce	  qui	  représente	  k	  .	  n2	  
-‐	  la	  droite	  t(A.x	  )/	  n2	  est	  horizontale	  :	  ce	  ra0o	  est	  constant	  
	  

Mesures	  du	  temps	  t(A,x)	  
de	  l'exécu0on	  du	  produit	  
matrice-‐vecteur	  codé	  en	  
python	  sur	  ma	  machine	  	  

Le	  produit	  matrice-‐vecteur	  A x est	  quadra5que	  en	  nombre	  d'opéra0ons	  arithmé0ques	  

x	  10	  

x	  100	  

Des  mesures  réelles  de  A x��
Le	  produit	  matrice-‐vecteur	  A x est	  quadra0que	  en	  nombre	  d'opéra0ons	  arithmé0ques
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ATen0on	  :	  échelle	  log10	  sur	  les	  axes	  	  
des	  x	  et	  des	  y	  !	  	  
	  
La	  pente	  vaut	  2,	  ce	  qui	  représente	  102	  
	  

Autre	  illustra0on	  :	  	  
le	  temps	  de	  calcul	  représenté	  en	  
échelle	  log-‐log	  est	  une	  droite	  parallèle	  
à	  celle	  de	  n2	  
	  

Conseil	  :	  être	  à	  l'aise	  pour	  choisir	  le	  tracé	  le	  plus	  parlant	  !	  
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Complexité  un  peu  plus  avancée
Complexité	  et	  log	  
Réduire	  la	  complexité	  
Mul0plier	  2	  en0ers,	  épisode	  1	  
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Pas  que  des  puissances  en/ères  de  la  taille
Problème	  :	  rechercher	  si	  une	  valeur	  est	  présente	  au	  non	  dans	  un	  tableau	  de	  n	  valeurs	  triées	  	  
Mesure	  de	  complexité	  :	  nombre	  de	  comparaisons	  
	  
Un	  algorithme	  de	  complexité	  linéaire	  :	  recherche	  séquen0elle	  

-‐	  je	  parcours	  le	  tableau	  du	  début	  à	  la	  fin	  et	  je	  compare	  chaque	  valeur	  du	  tableau	  à	  la	  valeur	  cherchée	  
-‐	  j'effectue	  entre	  1	  et	  n	  comparaisons,	  au	  plus	  n,	  jamais	  plus	  que	  n	  
-‐	  C	  recherche	  séquen0elle	  (n)	  =	  	  	  n	  	  	  	  (ou	  k	  .	  n	  	  	  ou	  plus	  tard	  O(n))	  
	  

Un	  algorithme	  de	  complexité	  logarithmique	  :	  la	  recherche	  dichotomique	  
-‐	  je	  partage	  le	  tableau	  en	  2	  et	  je	  compare	  la	  valeur	  du	  milieu,	  
-‐	  selon	  le	  résultat	  de	  la	  comparaison	  je	  jeTe	  la	  moi0é	  droite	  (ou	  gauche)	  du	  tableau,	  
-‐	  je	  recommence	  sur	  ce	  tableau	  de	  taille	  moi0é	  :	  partage	  en	  2,	  comparaison	  milieu,	  abandon	  d'une	  
moi0é	  
-‐	  et	  ainsi	  de	  suite	  jusqu'à	  	  

	  avoir	  trouvé	  la	  valeur	  et	  là,	  je	  m'arrête	  
	  OU	  obtenir	  un	  (sous-‐)tableau	  réduit	  à	  0	  ou	  1	  élément	  et	  là,	  je	  m'arrête	  ...	  peut-‐être	  sans	  l'avoir	  

trouvé	  
	  

Nombre	  de	  comparaisons	  =	  nombre	  de	  découpages	  en	  2	  
Nombre	  maximal	  de	  comparaisons	  =	  nombre	  de	  découpages	  en	  2	  jusqu'à	  l'arrêt	  "avec	  
absence"	  (pire	  cas)	  
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Combien  de  découpage  par  moi/é  de  n  valeurs  
jusqu'à  en  obtenir  1  seule  ?  

La	  réponse	  :	  log2(n)	  
	  
Le	  principe	  :	  partons	  de	  n	  =	  2p	  

-‐	  division	  1	  à	  2p	  /	  2	  =	  2p-‐1	  
-‐	  division	  2	  à	  2p-‐1	  /	  2	  =	  2p-‐2	  
-‐	  ...	  
-‐	  division	  k	  à	  2p-‐k+1	  /	  2	  =	  2p-‐k	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (la	  propriété	  à	  prouver	  par	  récurrence)	  
-‐	  ...	  
-‐	  division	  p	  à	  2p-‐p+1	  /	  2	  =	  2p-‐p	  =	  20	  =	  1	  
	  

Il	  faut	  p	  divisions	  par	  2	  pour	  passer	  de	  2p	  à	  1	  	  
et	  p	  =	  log2(2p)	  =	  log2(n)	  
	  

C	  rech.	  dichotomique(n)	  =	  	  	  log2(n)	  	  	  	  ou	  :	  k	  .	  log2(n)	  =	  k'	  .	  log10(n)	  =	  k"	  .	  ln(n),	  	  ou	  plus	  tard	  O:(log(n))	  
	  

La	  recherche	  dichotomique	  :	  exemple	  de	  complexité	  logarithmique	  
	  
Les	  algorithmes	  issus	  de	  stratégie	  "diviser	  pour	  régner"	  introduisent	  des	  
complexités	  en	  log	  :	  log(n)	  ou	  n.log(n)	  ou	  ...	  	  	  
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Réduire  la  complexité  ?  

Diviser	  pour	  régner	  ou	  divide	  and	  conquer	  
-‐	  principe	  général	  basé	  sur	  la	  récursivité	  
-‐	  réduire	  le	  problème	  en	  un	  problème	  similaire	  ET	  de	  taille	  réduite	  ...	  

	  ...	  recommencer	  ceTe	  réduc0on	  ....	  
	   	  ...	  jusqu'à	  obtenir	  un	  problème	  suffisamment	  pe0t	  pour	  pouvoir	  trouver	  sa	  solu0on	  
	   	  "immédiatement",	  
	  à	  par0r	  de	  ceTe	  solu0on,	  construire	  la	  solu0on	  du	  problème	  plus	  grand	  ...	  

...	  et	  ainsi	  de	  suite	  jusqu'à	  obtenir	  la	  solu0on	  du	  problème	  de	  départ	  
	  
-‐	  principe	  présent	  dans	  la	  recherche	  dichotomique	  !	  
	  
à	  Objet	  du	  prochain	  chapitre	  
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Un  pe/t  zoom  sur  le  produit  de  2  en/ers  
Problème	  :	  mul0plier	  2	  en0ers	  de	  n	  chiffres	  (en	  base	  10)	  
Mesure	  :	  nombre	  de	  mul0plica0ons	  "chiffre	  à	  chiffre"	  
	  
Algorithme	  (dit)	  naïf	  de	  mul0plica0on	  :	  

A	  la	  main	  ...	  pour	  sen0r	  la	  réponse	  
chaque	  chiffre	  d'un	  opérande	  (y'en	  a	  n)	  est	  mul0plié	  par	  chaque	  chiffre	  de	  l'autre	  
opérande	  (y'en	  a	  aussi	  n)	  donc	  au	  total	  :	  n	  x	  n	  =	  n2	  mul0plica0ons	  "chiffre	  à	  chiffre"	  
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La  mul/plica/on  naïve  est  quadra/que
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Décompte	  des	  opéra0ons	  :	  
-‐	  une	  mul0plica0on	  1	  chiffre	  x	  3	  chiffres	  =	  3	  mul0plica0ons	  (+	  2	  addi0ons)	  
-‐	  on	  en	  fait	  3,	  	  soit	  9	  mul0plica0ons	  (+	  6	  addi0ons)	  
-‐	  et	  on	  ajoute	  les	  3,	  soit	  9	  mul0plica0ons	  (et	  9	  addi0ons)	  

	  
et	  ce	  pour	  la	  mul0plica0on	  de	  2	  nombres	  à	  3	  chiffres	  :	  
on	  a	  bien	  effectué	  32	  =	  9	  mul5plica5ons	  	  
	  
Remarque	  :	  on	  ne	  compte	  pas	  les	  mul0plica0ons	  par	  les	  puissances	  de	  la	  base	  :	  1,	  10,	  100,	  ...	  

	   	   	  ni	  les	  addi0ons	  des	  produits	  par0els	  

Complexité  quadra/que  du  produit  de  2  en/ers  

Analyse	  :	  formalisons	  le	  produit	  a	  x	  b	  en	  base	  10	  	  	  	  ICI	  :	  n+1	  chiffres	  
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a = (anan−1 . . . a2a1a0)10

= a0 + a1 · 10 + a2 · 102 + · · ·+ an · 10n

b = (bnbn−1 . . . b2b1b0)10 =
n�

i=0

bi · 10i

Comptons	  les	  produits	  par0els	  (les	  x)	  :	  
1	  +	  2	  +	  3	  +	  ...	  +	  k	  +	  ...	  (n-‐1)	  	  +	  n	  +	  n+1	  +n	  +	  (n-‐1)	  +	  (n-‐2)	  +	  ...	  +	  2	  +	  1	  	  
=	  (n+1)(n+2)/2	  +	  n(n+1)/2	  =	  (n+1)2	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  rappel	  :	  ici	  a	  et	  b	  ont	  n+1	  chiffres	  
	  

a× b = (an . . . a1a0)× (bn . . . b1b0)

= a0 × b0 + (a1 × b0 + a0 × b1) · 10
+(a2 × b0 + a1 × b1 + a0 × b2) · 102 + . . .

+(ak × b0 + ak−1 × b1 + · · ·+ a0 × bk) · 10k + . . .

· · ·+ (an × bn−1 + an−1 × bn) · 102n−1 + (an × bn) · 102n

Réduire  la  complexité  ?  
Problème	  :	  mul0plier	  2	  en0ers	  de	  n	  chiffres	  (en	  base	  10)	  
Mesure	  :	  nombre	  de	  mul0plica0ons	  "chiffre	  à	  chiffre"	  
	  
Algorithme	  naïf	  de	  mul0plica0on	  :	  complexité	  quadra0que	  

n2	  mul0plica0ons	  "chiffre	  à	  chiffre"	  
	  

Existe-‐t-‐il	  un	  algorithme	  qui	  calcule	  le	  produite	  de	  2	  en0ers	  et	  qui	  soit	  
d'une	  complexité	  inférieure	  à	  n2	  ?	  
	  
Algorithme	  de	  Karatsuba	  (1960)	  :	  complexité	  en	  	  

si	  n	  =	  1000	  :	  	  
-‐	  mul0plica0on	  naïve	  =	  1	  000	  000	  produits	  
-‐	  mul0plica0on	  de	  Karatsuba	  =	  	  50	  000	  produits,	  soit	  20	  fois	  plus	  rapide	  !!!	  
	  
à	  Sera	  présenté	  au	  chapitre	  sur	  la	  récursivité	  !	  
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Un  pe/t  zoom  sur  le  produit  de  2  en/ers  

Remarques	  pour	  finir	  	  
-‐	  Démarche	  similaire	  en	  base	  2	  :	  
	  
-‐	  Algorithme	  naïf	  de	  mul0plica0on	  :	  	  

	  produit	  par	  la	  base	  =	  décalage	  d'un	  chiffre/bit	  vers	  la	  gauche	  
	  produit	  axb	  :	  suite	  d'addi0ons	  (de	  prod.	  ch.	  à	  ch.)	  et	  de	  décalages	  	  	  
	  similaire	  au	  produit	  de	  polynômes	  

	  

-‐	  Algorithmes	  rapide	  (Karatsuba)	  
en0er	  sur	  machine	  =	  64	  bits	  et	  produit	  effectué	  "en"	  matériel	  	  
intérêt	  de	  Karatsuba	  :	  mul0plier	  des	  grands	  en0ers	  :	  N	  =	  n0	  +	  n1	  +	  ...	  
GMP	  :	  
hTps://gmplib.org/	  
sage	  (python)	  
hTp://www.sagemath.org/fr/	  
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a = (anan−1 . . . a2a1a0)2

= a0 + a1 · 2 + a2 · 22 + · · ·+ an · 2n

Premières  conclusions  sur  la  complexité  en  temps

Un	  modèle	  de	  complexité	  
-‐  c'est	  juste	  un	  modèle	  :	  significa0f	  mais	  très	  approxima0f	  de	  ce	  qui	  se	  passe	  
"en	  vrai"	  ...	  	  

-‐  mais	  en	  informa0que	  :	  	  ce	  qu'on	  rencontre	  en	  vrai	  aujourd'hui	  aura	  peut-‐être	  
disparu	  demain	  

Ce	  qui	  importe	  :	  c'est	  l'ordre	  de	  grandeur	  du	  coût	  mesuré	  comme	  une	  
fonc0on	  de	  la	  taille	  du	  problème,	  quelque	  soit	  l'instance	  du	  pb.	  
	  
Ce	  qui	  parle	  :	  	  c'est	  le	  surcoût	  de	  temps	  pour	  résoudre	  un	  problème	  deux	  
fois	  plus	  gros,	  dix	  fois	  plus	  gros	  !	  	  

10	  fois	  plus	  gros	  avec	  une	  complexité	  :	  
-‐  cubique	  =	  1000	  fois	  plus	  long	  
-‐  quadra0que	  =	  100	  fois	  plus	  long	  
-‐  linéaire	  =	  10	  fois	  plus	  long	  ...	  à	  la	  rigueur	  
-‐  racine	  carrée	  =	  environ	  3	  fois	  plus	  long	  	  ...	  oui	  !	  
-‐  logarithmique	  =	  2	  fois	  plus	  long	  	  ...	  oui	  :	  je	  veux	  !	  
-‐  exponen0el	  =	  1010	  fois	  plus	  long	  	  ...	  aie	  aie	  aie	  :	  trop	  cher	  pour	  moi	  	  !!!!	  
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Pour  conclure  sur  la  complexité  en  temps
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Complexité  en  temps,    
complexité  en  espace  
Quel	  est	  le	  temps	  nécessaire	  à	  la	  résolu0on	  du	  problème	  avec	  un	  algorithme	  ?	  
Quel	  est	  l'espace-‐mémoire	  nécessaire	  à	  la	  résolu0on	  du	  problème	  avec	  un	  
algorithme	  ?	  
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Et  sur  la  complexité  en  espace-‐mémoire

Quelle	  quan0té	  d'espace-‐mémoire	  est	  nécessaire	  pour	  que	  
l'algorithme	  trouve	  la	  solu0on	  du	  problème	  ?	  
	  
Quel	  espace-‐mémoire	  mesurer	  ?	  

-‐  on	  ne	  compte	  pas	  la	  place	  des	  données	  d'entrée,	  ni	  des	  résultats	  :	  
incompressible	  quelque	  soit	  l'algorithme	  

-‐  on	  compte	  "juste"	  la	  place	  supplémentaire	  

Cas	  facile	  /	  moyen	  /	  un	  peu	  difficile	  	  :	  	  
-‐  facile	  =	  sta0que	  :	  toutes	  les	  variables	  u0lisées	  sont	  connues	  "dans	  l'algo"	  

on	  compte	  leurs	  places	  selon	  leurs	  types	  :	  scalaire,	  tableau	  1D,	  2D	  ...	  
-‐  moyen	  =	  dynamique	  	  

on	  u0lise	  de	  l'alloca0on	  dynamique	  de	  mémoire	  (cf.	  cours	  de	  C	  en	  L2)	  
-‐  un	  peu	  difficile	  =	  appels	  récursifs	  

l'algorithme	  est	  récursif	  ...	  à	  venir	  très	  bientôt	  !!	  
la	  complexité	  en	  espace-‐mémoire	  peut	  alors	  être	  très,	  voire	  trop	  importante	  
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Complexité  en  espace-‐mémoire  de  sommer 
fonction sommer(t : tableau d'entiers, n : entier) retourne entier
  res : entier = 0  // j'accumule dans res
  i : entier  // iterateur
debut
  pour i de 0 à n-1 faire
      res = res + t[i] 
  fin pour
  retourne res
fin fonction
	  
Analyse	  	  
.  on	  ne	  compte	  pas	  les	  n	  places-‐mémoire	  pour	  l'entrée	  :	  le	  tableau	  d'en0ers	  t	  
.  on	  ne	  compte	  pas	  res	  qui	  est	  le	  résultat	  retourné	  
.  il	  suffit	  de	  pouvoir	  stocker	  l'accumula0on	  des	  t[i]	  :	  ici	  dans	  res
.  remarque	  :	  c'est	  toujours	  la	  même	  ligne	  qui	  compte	  !	  
.  un	  seul	  en0er	  suffit	  et	  ce	  quelque	  soit	  la	  taille	  du	  problème	  !	  
	  
Conclusion	  :	  	  
.	  la	  complexité	  en	  espace-‐mémoire	  de	  sommer	  est	  constante	  	  (et	  égale	  à	  1).	  
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Synthèse  de  la  séance
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Analyse  de  complexité

Une	  sensibilisa0on	  à	  une	  première	  no0on	  (un	  peu)	  théorique	  	  
Objec0fs	  :	  choisir	  l'algorithme	  le	  plus	  efficace,	  es0mer	  la	  taille	  d'un	  problème	  
qu'on	  peut	  résoudre	  en	  un	  temps	  raisonnable	  
A	  venir	  ce	  semestre	  :	  terminaison,	  correc0on,	  preuves	  
	  

Complexités	  en	  temps	  et	  en	  espace	  
-‐  c'est	  le	  début	  :	  	  comprendre	  le	  principe	  et	  l'objec0f	  général	  
-‐  comprendre	  le	  modèle	  d'analyse	  de	  complexité	  
-‐  iden0fier	  ce	  qu'il	  est	  significa0f	  de	  mesurer,	  le	  sens	  de	  la	  mesure	  
-‐  quel	  est	  le	  sur-‐coût	  quand	  je	  double	  la	  taille	  de	  mon	  problème	  ?	  	  

Per0nence	  pra0que	  de	  l'étude	  menée	  ?	  
modèle	  simple	  vs.	  exécu0on	  machine	  complexe	  
lecture	  /	  écriture	  mémoire	  :	  tout	  sauf	  du	  temps	  constant	  
opéra0on	  arithmé0que	  :	  addi0on	  vs.	  division,	  en0er	  vs.	  floTant	  
exécu0on	  séquen0elle	  des	  instruc0ons	  :	  ça	  n'existe	  plus	  (ou	  presque	  plus)	  

les	  machines	  actuelles	  exécutent	  plusieurs	  instruc0ons	  en	  parallèle,	  dans	  un	  ordre	  
différent	  du	  programme,	  elles	  spéculent	  sur	  le	  résultats	  de	  tests	  ou	  d'accès	  mémoire	  ...	  	  	  

les	  es0ma0ons	  asympto0ques	  (grande	  taille	  du	  pb)	  masquent	  ces	  effe	  
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Analyse  de  complexité
	  Etudier	  la	  complexité,	  c'est	  ...	  complexe	  	  

Théorie	  de	  la	  complexité	  :	  une	  branche	  de	  l'informa0que	  
Objec0f	  :	  classer	  les	  problèmes	  selon	  leurs	  difficultés	  de	  résolu0on,	  (cad.	  le	  
coût	  de	  leur	  résolu0on	  quelque	  soit	  l'algorithme	  u0lisé)	  et	  les	  rela0ons	  entre	  
ces	  classes	  de	  problèmes	  
Modèles	  d'exécu0on	  :	  RAM	  (ici,	  Random	  Access	  Memory),	  machine	  de	  
Turing	  ("dite"	  déterministes	  ou	  non	  déterministes),	  automates,	  ...	  

	  
Objec0f	  :	  réduire	  la	  complexité	  	  

-‐	  pour	  pouvoir	  résoudre	  des	  gros	  problèmes	  
-‐	  ou	  des	  problèmes	  pas	  nécessairement	  gros	  mais	  compliqués	  
Il	  existe	  de	  nombreux	  problèmes	  qu'on	  se	  sait	  pas	  résoudre	  exactement	  en	  
un	  temps	  réaliste	  	  	  	  

complexité	  exponen0elle	  =	  2n	   	  à	  problème	  du	  sac	  à	  dos	  (brute	  force)	  
complexité	  factorielle	  :	  n!	   	  à	  problème	  du	  voyageur	  de	  commerce	  (naïf)	  

(source	  wikipedia,	  temps	  de	  base	  =	  10	  nanosec)	  	  
	  exponen0elle	  :	   	  pour	  n	  =	  50,	  temps	  T	  =	  130	  jours,	  pour	  n=	  250	  =	  1059	  ans	  
	  factorielle	  : 	  	  pour	  n	  =	  50,	  temps	  T	  =	  1048	  ans	  
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A  venir  :  vers  une  vision  plus  formelle

Ce	  qui	  importe	  :	  c'est	  l'ordre	  de	  grandeur	  du	  coût	  mesuré	  comme	  
une	  fonc:on	  de	  la	  taille	  du	  problème,	  quelque	  soit	  l'instance	  du	  pb.	  
	  
Ce	  qui	  parle	  :	  	  c'est	  le	  surcoût	  de	  temps	  pour	  résoudre	  un	  problème	  
deux	  fois	  plus	  gros,	  dix	  fois	  plus	  gros	  !	  	  

10	  fois	  plus	  gros	  avec	  une	  complexité	  :	  
-‐  cubique	  =	  1000	  fois	  plus	  long	  
-‐  quadra:que	  =	  100	  fois	  plus	  long	  
-‐  linéaire	  =	  10	  fois	  plus	  long	  ...	  à	  la	  rigueur	  
-‐  racine	  carrée	  =	  environ	  3	  fois	  plus	  long	  	  ...	  oui	  !	  
-‐  logarithmique	  =	  2	  fois	  plus	  long	  	  ...	  oui	  :	  je	  veux	  !	  
-‐  exponen:el	  =	  1010	  fois	  plus	  long	  	  ...	  aie	  aie	  aie	  :	  trop	  cher	  pour	  moi	  	  !!!!	  
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Formaliser  l'analyse  de  la  complexité  asympto/que  

Formaliser	  pour	  pour	  dégager	  plus	  facilement	  les	  tendances	  
asympto0ques	  

-‐	  au	  pire	  aussi	  rapide	  qu'un	  algorithme	  quadra0que	  ?	  
-‐	  au	  pire	  au	  moins	  aussi	  rapide	  qu'un	  algorithme	  quadra0que	  ?	  
-‐	  au	  pire	  au	  plus	  aussi	  rapide	  qu'un	  algorithme	  quadra0que	  ?	  
	  

Comparaison	  asympto0que	  de	  fonc0ons	  et	  nota0ons	  de	  Landau	  
-‐	  équivalent	  asympto0que	  :	   	  Θ(n),	  Θ(n2),	  Θ(n	  logn)	  	  	  
-‐	  majorant	  asympto0que	  :	   	  Ω(n),	  ...	  
-‐	  minorant	  asympto0que	  :	   	  O(n),	  ...	  
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