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RESUME. Des travaux récents sur l'analyse statique de programmes numériques ont montré
que les techniques d’interprétation abstraite étaient adaptées a la validation de la précision
des calculs en arithmétique flottante. L utilisation des intervalles comme domaine numérique,
méme avec des méthodes de subdivision, induit une sur-approximation des résultats en
particulier par I’existence de [’effet enveloppant (wrapping effect). Une solution utilisée pour
éviter ce probleme est la définition de domaines relationnels étroitement liés aux propriétés a
valider. Nous allons montrer dans cet article comment des techniques de différentiation
automatique peuvent étre utilisées pour définir des formes de Taylor permettant de définir
une nouvelle analyse statique.
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1. Introduction

Les regles de conception des logiciels embarqués critiquessent, en particulier
dans le domaine de l'avionique, d’apporter des garantielesubon comportement »
des programmes. Or, I'arithmétique a virgule flottante egtlds en plus utilisée dans
ces applications, notamment a cause de la présence d'deigacul dédiées, ce qui
nécessite la mise au point de méthodes de validation apgesptes techniques de
test restent difficilement applicables a la détection dédlgraes de précision numeé-
rique (les pires erreurs peuvent survenir pour des jeux deéks trés particuliers
qui ne correspondent pas, par exemple, a des cas limiteguelfes bornes du do-
maine d’une variable) et, plusieurs travaux de recherctenté ont porté sur la vali-
dation par analyse statique de la précision de ces calcolsi@hltet al., 2006b; Mar-
tel, 2006; Goubaulkt al, 2006a). Dans cet article, nous présentons une nouvelie tec
nique pour I'étude de la précision numérique, adaptée alyae statique par inter-
prétation abstraite.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour étudier laiprénismérique des cal-
culs réalisés par un programme (Bajatdal., 1997; Martel, 2005). Cependant, les
objectifs ne sont pas, en général, la validation de compuags numériques mais la
représentation des valeurs réelles en machine (Bbtk, 1997; Ait-Ameur, 1999),
c’est-a-dire I'amélioration de la précision des résultatarithmétique d’intervalles
permet d’encadrer une valeur réelle par deux nombres mesHies calculs effectués
avec cette arithmétique sont garantis puisqu’a chaqueabp@ile pire cas est consi-
déré, d'ou I'apparition de éffet enveloppantause de sur-approximations. La mé-
thode CESTAC (Chesneasgx al., 1988; Chesneaux, 1995; Vignes, 1996) (contrdle et
estimation stochastique des arrondis de calculs) corssisigcuter plusieurs fois un
programme en changeant aléatoirement la maniére d'arrtesdopérations, ce qui
permet d’estimer le résultat réel d'un calcul. Comme tou&thmde statistique, elle
ne garantit les résultats qu’a probabilité prés. Un autergte d’étude de la préci-
sion numérique qui a pour objectif la représentation dels &=t la méthode CENA
(Langlois, 1999) (correction des erreurs numériques diadi). Elle utilise des in-
formations données par les dérivées des fonctions cakcplieun programme pour
compenser les erreurs d’arrondi et approcher au mieux leslsalans les réels. En
général, ces méthodes ne sont pas bien adaptées a la ealidas comportements
numeériques des programmes.

La théorie de I'interprétation abstraite (Cousttal, 1977; Cousoekt al, 1992;
Cousot, 2000) permet, dans certains cas, d’apporter ftemeht ces garanties. Elle a
été utilisée avec succes pour prouver I'absence d’errdigsé&cution de programmes
embarqués critiques de trés grande taille (Blanehet, 2003) et, elle s’est avérée
étre adaptée a 'analyse de la précision numérique comme hontré les travaux
(Goubault, 2001; Goubaudt al, 2006a; Goubaulet al., 2006b) qui utilisent une
arithmétique flottante avec erreurs permettant de caltatiistance (c’est-a-dire I'er-
reur) séparant le résultat flottant du résultat réel, etatmtrl’origine des erreurs. Ces
informations supplémentaires sont trés utiles pour la@dasorrection.
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Les travaux présentés dans cet article ont pour objectifiélimrer le calcul des er-
reurs d’'arrondi dans I'arithmétique flottante avec erreBmur cela, nous allons utili-
ser laméthode de la différentiation automatique (Griewa0RO0; Bischogt al,, 2002)
qui permet de calculer les dérivées d'une fonction et aiasneéttre au point des ap-
proximations polynomiales de la fonction. Le couplage déeeaméthode avec I'arith-
métique d’intervalles nous permet, d’'une part, de garéetirésultats des approxima-
tions et, d’autre part, de limiter I'influence de I'effet exdwppant dans le calcul des
erreurs et ainsi de limiter les sur-approximations dansalgse de la précision nu-
mérique par interprétation abstraite. La combinaison atfimétique flottante avec
erreurs et de la méthode de différentiation automatiqué éstbase de la nouvelle
arithmétique présentée dans cet artidlarithmétique de I'erreur différentiée

Le reste de cet article est organisé comme suit : La Norme TEEH'analyse sta-
tique par interprétation abstraite, I'arithmétique cdéintalles, I'arithmétique flottante
avec erreurs et la méthode de la différentiation automatiquat introduites a la sec-
tion 2. La nouvelle arithmétique est définie a la section &;&Eté implantée dans un
prototype et des résultats expérimentaux sont présengésaition 4.

2. Notions préliminaires
2.1. Norme IEEE 754

Dans cet article, nous supposons que I'arithmétique éélen machine est confor-
me a la norme IEEE754 (IEEE Task P754, 1985; Goldberg, 19@hri&ux, 2007)
dont les principaux aspects sont présentés ci-apres. @etee définit I'arithmétique
a virgule flottante en basg qui est implantée dans la majorité des processeurs ac-
tuels. Elle caractérise complétement la représentationairé des éléments de cette
arithmétique, appelés nombres a virgule flottante, nomftwttants ou flottants. Un
flottant est composé en mémoire (au niveau du bit) de trotgegarun signe valantl
ou —1, un exposant Compris entre,,,;, etenq. et une mantisser. Le réelr associé
a un nombre flottant est donné par la relatios s.m.2¢.

La norme propose plusieurs types de flottants dont les plpsiitants sont le type
simple précision et le type double précision. La précigiatiun nombre flottant cor-
respond au nombre de bits qui compose sa mantisse. De pluisupe précision
donnée, les valeurs @g,;, etenq.. sont fixées. Par exemple, en double précision la
mantisse est codée siB bits, e, = 1023 etenin = —€emaz — 1 €€ qui correspond
a un codage sul0 bits de I'exposant.

Les opérationst, —, x, + et \/ Ne sont pas définies en fonction des caractéris-
tiques techniques de la machine mais suivant des contsaimhématiques. La pro-
priété partagée par ces opérations est celle de l'arroraditeg’est-a-dire que le ré-
sultatr d’une opération flottante est équivalent au résultat obtenu par le calcul de
o en précision infinie puis arrondi. La norme définit plusiemnades d’arrondi dont
les principaux sont : versoo qui donne un flottant plus grand que le réel, vers
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qui donne un flottant plus petit que le réel et au plus prés mrigle flottant le plus
proche du réel.

Une information importante sur les flottants est (Unit in the Last Place) dont
la valeur donne I'ordre de grandeur du dernier bit de la nsaatil’ulp permet d’es-
timer la distances séparant deux nombres flottants, c‘dseade majorer I'erreur
d’arrondi. Pour un flottanf, I'ulp est défini par :

ulp(f) =277,

avecp la précision du flottant et son exposant. La majoration de I'erreur dépend du
mode d’arrondi : pour les arrondis vers les infinis I'errelarcbndi est majorée par
ulp(f) tandis qu’avec le mode au plus prés la majoration e@u:ip(f).

Nous présentons un exemple de calcul en arithmétique flettata figure 1 qui
montre la difficulté d’interpréter des résultats obtenusyachine. Le programme
calcule une approximation de la dérivée de la fonctian = 2z enxz = 1. La valeur
théorique de la dérivééest égale 2. Nous réalisons un calcul approché en machine
avec des flottants en simple précision suivant la formule :

P (2) ~ f(z + h})L — f(z)7

avec des valeurs depetites.

Quandh = 1e~8, il y a un phénoméne d’absorption qui se produit au niveau de
I'expressiorf(x+h), c'est-a-dire que le calcih-1e~8 donne comme résultat Nous
obtenons alorf(x + h) = f(x) ce qui conduit au résultat0. Sih = le~7, le résultat
del 4+ le~7 est trés proche dé ce qui engendre un autre probléme, I'élimination
catastrophique. Les valeurs-1e~7 et1 étant trés proches, quand nous les soustrayons
une erreur importante survient qui est amplifiée par la aisisd’ou le résultat. Avec
h = 1e~%, les mémes problémes sont présents mais moins soulignéss tpravec
h = le=% et= 1le~* les erreurs introduites par les calculs flottants sont encmins
importantes et donc influencent tres peu le résultat.

Nous introduisons deux fonctions qui nous servirons dassile de cet article :
7o: R — Fet],: R — R.Lafonctionf, associe a un réel le nombre flottant
/ correspondant, suivant le mode d’arrondthoisi. Cette fonction définit la partie
représentable dedans les flottants. La fonctign calcule la partie non représentable
der dans les flottants et elle est définie par :

Lo () =r=To (1) -

2.2. Analyse statique par interprétation abstraite

Nous présentons brievement dans cette section I'analgigust par interpréta-
tion abstraite (Cousadt al, 1977; Cousott al, 1992), en reprenant la présentation
d’A. Miné!. Cette théorie permet de calculer une approximation (attson) des

1. Antoine Miné, cours de master, Ecole Normale Supérieure.
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float f (float x) { Résultats

return 2 * x; L.
} Théorique : d=2

o Machine : d=0.0(h=1e"®)
float derivation (float h) {
d=2.384186 (h =1e "

float x = 1; )
float d = 0.0; d=1.907349 (h = 1e”°)
d = (f(x+h) — f(x)) / h; d =2.002716 (h = 1e™°)

d=2. 2 (h=1e"
return d; 000332 ( e)

}

Figure 1. Problémes liés a l'arithmétique flottante : absorptign£ 1e—%) et élimi-
nation catastrophiquei(= le™7)

comportements d’'un programnie par rapport a la description la plus précise de
P, c’est-a-dire sa sémantique (concréte). Nous considédeolasigage défini par la
grammaire décrite a la figure 2. La regleeprésente la construction des expressions
arithmétiques composées de constantes réellde variables: appartenant a I'en-
semble finiV et des opérations arithmétiques —, x, . Nous considérons qu'un
programmeP est représenté par un graphe de flot de conttbbont les arcs sont
étiquetés par les instructionsle P, nous désignons pédrl’ensemble de ces instruc-
tions. Les instructions sont représentées par la réglgst elles représentent soit une
affectation soit une comparaison entre une variable et anstante.

ax=r1|x|a+a | ao—ar | a0 xXa1 | a0+ a1
instz:=zx=a | x<r|z<r|z>r|z>r

Figure 2. Grammaire des opérations apparaissant sur les arcs du geagenflot de
contréle

Les nceuds de G représentent les points de contr6le du programme, c'egtea-
les états du programme apres évaluation d’'une instrudtiaty. a qu’un nombre fini
de points de contrdle et nous notahensemble de ces points. Le choix des points
de contrble est effectué lors de la phase d’'analyse gramat@gt il ne change pas
pendant I'analyse. Un point d’entréeest associé & représentant le point d’entrée
du programme ainsi qu'une relatigh qui lie les points de contrble entre eux et les
instructionsP? € C x C x 7.

Nous notonss I'environnement qui a une variable associe une valeurt-ées
direoc : V — R, et nous appelons I'ensemble des environnements. Nous notons
p(E) 'ensemble des parties de I'ensemblela sémantique concréte des expressions
définie I'évaluation d’'une expressiandans un environnementen un ensemble de
valeurs réelles.
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La sémantiqué.]Ja : (V — R) — p(R) des expressions est définie par :

[rla(o) = {r}
[z]a(0) = {o(2)}

[[a1 OQQHA\(O') = {1)1 O V2 | V1 € [[al]]A(O'),UQ S HazﬂA(U)}, aveceo € {+,—, ><7+} .

La sémantique concréte des instructiffis : p(V — R) — p(V — R) est une
relation entre environnements et elle est définie par :

[z =a]c(E) ={o[z —v]|o € E,v € [a]a(o)}

[z*7]c(E)={c|c € E,ve€[z]alc),v*r}, avecxe {<,<,> >}.

La sémantique d’'un programme est alors définie comme la plite golution d'un
systeme récursif d’équations sémantiques. A chaque peigbdtrole est accumulé
I'ensemble des environnements rencontrés lors de toudesxtecutions, c’est-a-dire
qu’a chaque point de contrdle est associé un ensemble ddemaments (c’est-a-dire
un invariant). Nous notons. I'ensemble des environnements au point de conirble

tel que:
(V—-R) sic=e
Pe=9 U I[ilc(p) sinon -

(c,c’ i)EP
Par le théoreme de Tarski, nous savons que cette solutiste griisque :

-D = {(p(V —R),C,U,N,0 (V — R)) estun treillis complet;

—chaque fonctioa— (J [i]c(p~) €St croissante.
(c,c’,i)EP
La résolution de ce systéme se fait par itération. La figur@i@nd un exemple de
programme représenté sous la forme de graphe de flot de atrd’un systéeme
d’équations sémantiques.

Dans la majeure partie des cas, la sémantique concrétepaiestalculable. Les
valeurs ne sont pas représentable en mémoire et le nomiéeatlbns est poten-
tiellement infini. La théorie de l'interprétation absteajtermet alors de calculer une
sur-approximation de la sémantique concrete. Nous dédimissn treillis abstrait de
valeurs dont un élément représente un ensemble de valeumetes. Un treillis abs-
trait est défini par :

— D* un ensemble de valeurs symboliques;

— un ordre partieC! avec un plus petit élémert? et un plus grand élémefit? ;

— des équivalents des opérateurs d’uniéret d’intersectiom?.

En nous appuyant sur ce treillis, nous redéfinissons lesraéuas des expres-
sions et des instructions ce qui conduit a représenter ugraamome par un systéeme
d’équations sémantiques abstraites. La théorie de Ipné¢ation abstraite permet de

s’assurer de la correction de cette abstraction en se fosdates correspondances
de Galois. Les fonctions, « forme une correspondance de Galois si :
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Programme C Graphe de contrble Equations sémantiques
po = pPi
double x = 1.0; p1 = [z=1.0]c(po)
double a = 0.65;
int i = 0; p2 = [a=0.65]c(p)
ile (i ps = [i="0]c(p2)
while (i < 10 .
{ ( ) Ui =i+ 1]c(ps)
X = X — ax* X; ,
=0+ 1 ps = [i <10]c(ps)
} ps = [r=x—axx]c(ps)
ps = [i =10]c(ps)

Figure 3. Programme représenté sous forme d’'un graphe de flot de dergtd’'un
systeme d’'équations sémantiques

—~ : D — p(V — R) est croissante ;
—a :p(V — R) — D* est croissante;
— et vérifianta(X) C! Y? & X C y(YF).
En se fondant sur cette correspondance, la sireté de Isneast donnée par :

VeeC, peC(pl).

L'objectif de cet article est la présentation d'un nouveaillis de valeurs définit
spécialement pour I'étude de la précision numérique. Gigraméliore un domaine
existant : le treillis des flottants avec erreurs est prés&fa section 2.4.

2.3. L'arithmétique d’intervalles

Une des principales difficultés en analyse numérique estpaésentation des
nombres réels. Une des solutions proposées pour ce probkharithmétique d'in-
tervalles (Moore, 1979; Bajardt al, 1997; Rump, 1999; Revol, 2001; Jaulkt
al., 2001). Cette arithmétique permet de représenter en macks nombres réels
en les encadrant par des nombres machines. Par exempkel,%ema’ut étre approché
par 'intervalle[0.33333, 0.33334]. Nous notond I'ensemble des intervalles.
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Un intervalle[a, b] est composé d’une borne inférieuret d’'une borne supérieure
b. Une valeur réelle- est représentée par un intervalle dont la borne infériestre e
71— (r) etla borne supérieure ekt ., (r). La définition des opérateurs mathéma-
tiques+, —, x, + est étendue pour manipuler des intervalles. La figure 4 dtmne
sémantiqud.]; de ces opérateurs (Moore, 1979; Revol, 2001). La somme de deu
intervalles est la somme des bornes inférieures et la sones®alrnes supérieures.
La soustraction est la différence des bornes opposées. ltgplation nécessite de
calculer toutes les combinaisons possibles des bornesegtraire la plus petite et la
plus grande valeur comme bornes de l'intervalle résultatdivision impose que le
dénominateur ne contienne pas zéro pour étre effectuée.

[z1]i = [a1, bi] et[z2]i = [a2, 2]

[z1 + z2]i = [a1 + a2, b1 + b2]
[z1 — z2i = [a1 — be, b1 — a2]

[z1 X z2]li = [min(a1az, ai1bz, biaz, bib2), max(aiaz, aibs, biaz, bibs)]

1 1 1
ﬂx—lﬂﬂ = [av a_1] avec0 ¢ [a1, bi]

Figure 4. Définition de I'arithmétique d’intervalles

L'ensemble des valeurs intervalles devient un ensembteflament ordonné, en
ajoutant la relation d’ordre; définie par :

[a1,b1] Ci a2, b2] < a1 > a2 Aby < by
et les opérations d’union; et d’intersection; définies par :
[a17 bl] L [a27 b2] = [min(ah a2)7 ma‘X(bh b2)]7

[a1,b1] M [az, b2] = [max(a1, az), min(bi, b2)] .

(Cousotet al., 1977) démontrent qu, Cy, Ly, My, @, [—oo, +oc]) forme un treillis
complet et, démontre I'existence de la correspondance BsGaivante :

(p(R), C) == (I,Cy)

ag

avec
ar(R) = [min(R), max(R)] etvi([a,b]) = {z |a <z < b} .

La sdreté de I'analyse statique par interprétation altstrailisant le treillis des inter-
valles a été démontrée dans (Cousitdl., 1977).

Nous introduisons dans ce paragraphe les notations eidosdiées a I'arithmé-
tique d’intervalles que nous utiliserons dans la suite deadéle. Les valeurs entre
crochetq | représenteront des valeurs intervalles par exempleeprésente un inter-
valle sans expliciter ses bornes et,b] est un intervalle dont est la borne inférieure
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et b la borne supérieure. Dans la section 3, nous utilisons l&re@un intervalle
représenté par la fonction définie par :

a+b

m((a,t) = 42

(1]

2.4. Arithmétique flottante avec erreurs

Dans cette section, nous présentons la sémantique deifglabale, notéd.|x,
qui est une des deux composantes de la nouvelle arithmétitroeuite dans cette
article. Nous présentons tout d'abord la sémantique ctexquéi permet de calculer
exactement la distance séparant un résultat flottant ditatsgel, puis la sémantique
abstraite qui est fondée sur I'arithmétique d’intervaliésgiui permet, en pratique, de
valider la précision numérique d’'un programme.

Dans la suite de cet article, toutes les sémantiques queatlons définir s’ap-
puient sur le langage des expressions arithmétiques dolnégiure 5. Ce langage
est composé de valeurs réellesle variables;, et des opérations, —, x, +. La dif-
férence par rapport au langage définit a la figure 2 est queueh&lgment d’une ex-
pression arithmétique est muni d’'une étiquette unigoermettant de I'identifier. Ces
étiquettes représentent de nouveaux points de contrélst-a-dire les points impor-
tants du programme pour I'analyse de la précision numérigas points de contrdle
explicitent I'origine des erreurs d’arrondi et permettainisi de les tracer.

atu=rt | 2t el +4alt | ale —falt | afe xfalt | el <t al

Figure 5. Grammaire des expressions arithmétiques étiquetées

Nous présentons la sémantique de I'erreur globale qui getenealculer globale-
ment I'erreur due aux arrondis pour chaque variable du progre. Il faut remarquer
gue nous manipulons deux types de points de controle : lesigrg, introduits a la
section 2.2, découplent un programifieen blocs élémentaires ayant une influence
sur les états d&. Les seconds découpent les valeurs manipulée® @adin d'étudier
I'origine des erreurs d’arrondi et ainsi d’étudier la pstéoh numérique des calculs. Ce
sont ces derniers points de contréle que nous considérdamsda suite de cet article.
Afin de simplifier les notations nous ne considérons pas daimihs ensemblistes
comme celles introduites a la section 2.2 mais des calculiesvaleurs. L'extension
aux ensembles est naturelle et ne présente pas de diffipaltiésulieres.

2.4.1. Sémantique concréete

L'objectif de I'arithmétique flottante avec erreurs est desorer la qualité d'un
calcul flottant par rapport au méme calcul réalisé avedhiarétique réelle. Une valeur
réeller est décomposée en deux vale(fse), avecf la valeur flottante et I'erreur
d’arrondi tel que :

r= f + 67
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e représente la distance séparant le flotiadu réelr. Ainsi, plus la valeur de est
petite et plus la qualité du calcul est grande.

Cette arithmétique est définie par induction suivant lacstme d’'une expression
arithmétiquez par :
la]e = (F(a),&(a)),

la fonction F, donnée a la figure 6(a), correspond a l'arithmétique flogtaalle
gu’'elle est définie dans la norme IEEE754. La fonctiyrdonnée a la figure 6(b),
permet de calculer I'erreur globale générée par I'expossarithmétique considérée.

La fonction& permet de propager les erreurs entre les différents élénaéume
expression arithmétique. De plus, conformément a la noBE& 54, chaque opéra-
tion introduit une nouvelle erreur issue de I'arrondi dwits de cette opération. Par
exemple, comme nous pouvons le voir a la figure 6(b), I'erpewr une addition est
E(a+b) = es+ept Lo (fat+fp) i leserreurs sur les deux opérandes sont additionnées
etl'erreur|, (f,+ fy») due al'addition flottanté, (f,+ f») est elle-méme ajoutée au
résultat. La sémantique de la soustraction est similairgla de I'addition. Quant a
celle de la multiplication, elle découle du développemeifd + e,) x (fp +ep). La
définition du calcul de I'erreur pour I'opération de I'ingerest plus compliquée puis-
gu’elle fait intervenir une décomposition en série ent{dartel, 2006; Martel, 2005).

a = (fa,ea) et b= (fo,en)

Fla+b)=To (fa+ fo) E(a+b) = ea+evt Lo (fat fo)
Fla—0b)=To (fa — fo) E(a—b) =ea—ept Lo (fa — fo)
Flaxb) =To (fa x f5) E(axb) =eafy +epfa+ eaot Lo (fa X fo)
1 1 1 « i el 1
d (E) =T <ﬁ> € <E) - ;(_1) éﬂ_‘— Lo <E)
(a) FonctionF (b) Fonction&

Figure 6. Définition des fonctiong et&

Cette sémantique permet de calculer le couple flottant etuea chaque point
de contrdle du programme. Une instabilité numérique egtotié quand la valeur de
I'erreur est importante.

2.4.2. Sémantique abstraite

L'objectif de la sémantique abstraite, nol[ﬁéﬁz, est d’étudier la précision numé-
riqgue d’'un programme pour des classes d’exécution. Noubmewalider le com-
portement numérique du programme pour des plages d’emioissibles. Pour cela,
nous abstrayons les ensembles d’entrées réallpsssibles par un couple d’inter-
valles([f], [e]). Lintervalle [f] est une sur-approximation de I'ensemble des flottants
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représentank en machine et I'intervallg] est une sur-approximation de I'ensemble
des erreurs, (z), Vz € R.

Nous étendons la fonctiop, a des valeurs d’intervalles grace a la fonctign
définie par I'équation [2]. Cette fonction est paramétréelpanode d'arrondi qui
détermine l'intervalle d’erreurs. Pour un intervalle b] aveca la borne inférieure
et b la borne supérieure, I'erreur d’arrondi maximaleest donnée par la valeur de
I'ulp de la plus grande borne, telle que définie a la secti@nl2ensemble des erreurs
d’arrondi est alors donné par l'intervallen, n].

12 ([a, b)) = ulp(max(|al, |b])) x [-1,1] . 2]

La sémantiqu@.]]]ﬁE est définie par induction sur la structure d’'une expressitinnaé-
tiquea par:

[a]f = (F*(a), €*(a)),
Ft et&* sont les extensions des fonctiaA®t £ a 'arithmétique d'intervalles.

Exemple 2.1 Soit I'expression arithmétique, tirée de (Goubaeiital, 2006a),p =

x — ax avecx = 1 dans les flottants et avec une erreur comprise dans l'inferva
[—0.5,0.5], c’est-a-dire quer varie dans les réels enti®.5, 1.5]. Nous fixons: =
0.65 et nous considérons qu'aucune erreur n’est attachéeNous considérons, pour
simplifier, que les calculs flottants n’engendrent pas devabe erreur.

Fip) = Fix) - F(ax)
= [1,1] —[0.65,0.65] x [1,1]
= [1, 1] — [0.65, 0.65]
= [0.35,0.35]
Ep) = &) —Ean)
= [=0.5,0.5] — ([0,0] x [1,1] 4 [<0.5,0.5] x [0.35,0.35] + [0,0] x [—0.5,0.5])
= [-0.5,0.5] — [-0.175,0.175]
= [-0.675,0.675]

Le résultat réel est alors dans lintervalle-0.325,1.025] alors que le flottant est
0.35, il y a donc une erreur importante.

L'exemple précédent montre que les dépendances entre llmgvaffectent les
résultats de I'analyse. La méthode de différentiation matiique permet de combler
ce mangue.

2.5. Différentiation automatique
Cette section présente la différentiation automatiquée{@mk, 2000; Bischoét

al., 2002) qui, apres l'arithmétique de I'erreur globale, astéuxieme composante de
la nouvelle arithmétique définie a la section 3.
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L'idée de la différentiation automatique est de considéreprogramme comme
une fonction mathématique définie par composition de fonstiélémentaires. En
nous restreignant aux expressions arithmétiques, legiémscélémentaires sont les
opérationst, —, x, + et les fonctions étudiées sont toutes les compositionstpess
de ces opérations. Cette méthode s’appuie sur la régle datitégm en chaine : diet
g sont deux fonctions différentiables aldrs g est différentiable telle que :

(fog) =f(fogd).

Cette régle donne la fagon de calculer la dérivée de foretiomposées, par appli-
cation des régles mathématiques usuelles de dérivatiatiffiéaentiation est réalisée
suivant les variables du programme et nous distinguons tyges de variables : les
variables indépendantest lesvariables dépendantetes variables indépendantes
sont la plupart du temps les variables d’entrée du prograetnedles sont utilisées
pour la différentiation. Les variables dépendantes solé<@our lesquelles nous
voulons calculer les dérivées et sont en général les saltiggogramme. De plus,
les variables sont ditesctivessi elles sont accompagnées d’une information de déri-
vée.

Nous définissons la sémantiqfié, associée a cette méthode suivant la structure
d’une expression arithmétiquetelle que :

[a]o = (F(a), D(a)),

F est la fonction définie a la figure 6(a) implantant la normeBE4 etD, définie
a la figure 7, correspond au calcul des dérivées en un poirg.vdteur réelle est
décomposée en un couflg d) avecf la valeur flottante et la valeur de la dérivée
au pointf. Comme nous I'avons mentionné précédemment, la fon@i@st définie
par les regles de dérivation mathématique.

Cette méthode permet, par le biais des valeurs de la difféfienune analyse de
dépendance entre les variables présentes dans le programeffet, la différentielle
est composée de dérivées partielles calculées par rappovaaables indépendantes

a = (fa,da) et b= (fo,ds)

D(a+b) =da+dp
D(a—b) =do — ds
D(a xb) =dafp + dvfa

D(%):—d—; Sifu #0

a

Figure 7. Définition de la fonctiorD
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du programme. Si une dérivée partiell@ssociée a la variable est nulle pour une
variable activev alors nous pouvons conclure quee dépend pas de A l'inverse,
si p a la plus grande valeur non nulle parmi les dérivées patielbmposant la diffé-
rentielle dev alors la variabler est la plus influente dans le calcul de

Exemple 2.2 Reprenons I'exemple de la section 2.4 ayee x — ax et calculons la
dérivée de par rapport az. a = (0.65,0) avec0.65 la valeur flottante e0 la valeur
de la dérivée de par rapportaz. z = (1, 1) ou la premiére composante est la valeur
flottante et la seconde représente la valeur de la dérivée pler rapport az.

D(p) = D(z)—D(ax)
= 1-(065x140x1)
= 035

2 a une influence dans le calcul geet nous en déduisons qu’une erreur initialsur
x induit une approximation du résultat dedans les flottants de.35e.

Il existe deux implantations possibles de la méthode deffié@rdntiation automa-
tique (Bischofet al., 2002; Griewank, 2000) : par surcharge d'opérateurs etraast
formation de code source. La méthode par surcharge s'appule concept objet de
certains langages de programmation et elle est appliquéxpmple au langage C++
atravers la librairie ADOL-C. C'est la plus simple des deux méthodes puisqu’elle né-
cessite uniquement la définition d’un nouveau type de dafoéest-a-dire une classe
en programmation objets). L'inconvénient de cette méthextaine dégradation des
performances tandis que sur son avantage est le peu de chemtgex effectuer dans
le programme original.

La méthode de transformation de code source est utiliség ldarprogrammes
ADIC 2 (Bischof et al, 1997), ADIFOR* (Bischof et al, 1994) ou TAPENADP
(Hascoétt al, 2005) pour les langages C/C++ et Fortran respectiveméaitjdctif
est de modifier le programme original pour ajouter les irt$itons permettant le cal-
cul des dérivées. Elle fait appel a des concepts issus demgitadion, par exemple
la génération d’arbres de syntaxe abstraite. L'ajout develes instructions modi-
fie la sémantique du programme et nécessite donc une grapddis& pour sa mise
en ceuvre. L'utilisation des techniques de compilation mtrtke mettre en place des
analyses statiques et des optimisations qui permettehtatio de meilleures perfor-
mances pour le code généré.

Dans la nouvelle arithmétique définie a la section 3, nous isituons entre les
deux méthodes d’implantation. D’une part, I'analyse gtaide programmes utilise
des outils issus de la compilation. Nous avons alors accé&nseimble des infor-
mations du programme, comme par exemple la liste des vasablautre part, nous

2. http :/lwww.math.tu-dresden.de/ adol-c/

3. http ://lwww-fp.mcs.anl.gov/adic/

4. http ://www-unix.mcs.anl.gov/autodiff/ ADIFOR/
5. http ://www-sop.inria.fr/tropics/tapenade.html
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définissons la sémantique des expressions arithmétiqueapalyser la précision nu-
mérique et nous ne modifions pas le programme pour ajoutexfeessions de calculs
des dérivées. Nous nous situons ainsi dans la cas de l'itapiam par surcharge des
opérateurs.

3. Arithmétique de I'erreur différentiée

Dans cette section, nous présentons une nouvelle sémamioiée].[xp, fondée
sur les méthodes de différentiation automatique et deeligrglobale introduites aux
sections 2.4 et 2.5. Nous introduisons tout d’abord a la@e&1 une premiére sé-
mantique, notég.]L, permettant de calculer des approximations linéaires deslie,
puis nous montrerons a la section 3.2 comment cette sémarpieut étre étendue
pour réaliser des approximations polynomiales fondée sampadlyndmes de Taylor.
Nous détaillerons une extension fondée sur des polynémesyder du second ordre,
notée[.]3 -

Conformément a la théorie de I'interprétation abstraim(gdtet al., 1977; Cousot
et al, 1992), nous allons tout d’abord définir des sémantiquesrétes pouf.]j,, et
[.]3p, c'est-a-dire des sémantiques spécifiant exactement lpadement d’un pro-
gramme au cours d’'une exécution, puis nous donnerons desnegabstraites de ces
sémantiques dans lesquelles les ensembles de valeurdstratta par des intervalles
afin de pouvoir raisonner, au cours d’'une analyse statigueles ensembles d’exécu-
tions.

3.1. Différentiation au premier ordre

3.1.1. Sémantique concréte

Nous présentons maintenant la sémantique qui permet aelp@r linéairement
la fonction& introduite a la section 2.4 pour chaque variable du programous
partons du constat qu'a chaque point de conté@®ine expression arithmétique (cf.
figure 5) une nouvelle erreur est introduite. L'erreur idnde au point de contrélé
sera notée’. Elle correspond soit & I'erreur de représentation d’unestamte, soit
a l'erreur d’arrondi du résultat d’une opératiah(cf. figure 6(b)) est une fonction
deso’ dont le résultat est I'erreur globale. Nous allons alordigppr la méthode de
différentiation automatique a la fonctighpar rapports aux‘. Leso’ sont associées
aux variables indépendantes de la différentiation autiouet

Dans la sémantique concrdtgl,, une valeur réelle est représentée par un triplet
(f,e,d) avec f la valeur flottantee I'erreur globale etd la différentielle dee par
rapport aux variables’. La sémantiqud.]i, est définie suivant la structure d’une
expression arithmétiquetelle que

[aeo = (F(a), £(a), De(a)),
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F limplantation de la norme IEEE 754 (cf. figure 6(a))&ta fonction de calcul de
I'erreur globale (cf. figure 6(b)). La foncticR} est la composition de la fonctighet
de la fonctionD dont la définition est donnée a la figure 8, elle calcule le igretdie
£. Nous obtenons ainsi un gradient dont les composantes sdatfarmed& /do’.

La sémantique d’'une constante réelkeu point de contr6lé est donnée par le tri-

plet (TO (¢), 1o (e), 1(;(()‘5)). L'élément?, (c) est la partie représentable delans les

flottants, I'élément, (c) est I'erreur de représentation et I'éIémégg‘j—) est le vec-
teur dont toutes les composantes sont nulles satféane qui vautl. Comme pour
la fonction D, la définition de la fonctiorD} s'appuie sur les régles de dérivation
mathématique. Pour les opérations d’addition et de sai&iranous obtenons des
combinaisons linéaires des vecteurs de dérivées pastiddle opérandes auxquelles
nous ajoutons le vecteur associé a la nouvelle erreur aidirbe calcul pour I'opéra-
tion de multiplication se fonde sur la formute + by + xy aveca etb des constantes
et, x ety les variables suivant lesquelles nous différentions. Nibisnons la diffé-
rentielleax’ + by’ + 2’y + 2y’ = 2'(a +y) + /(b + x) et, en posant = f,, b = fp,

T = eq,y = e, ¥ = d, ety = dp, nous obtenons la définition de la figure 8.
Pour I'opération d’inversion, nous différentions termegane la fonctiorf€ associée
a I'opération d’'inversion définie a la figure 6(b).

a = (fa,€a,da) et b= (fv,ep,dp)

0 lO (fa + fb)
+ Ooti

n 0 1o (fa—fo)

Ooti

Di(a+b) =do + dp

Di(a—b) =d, —dy

+ 9 lo (fa X fb)

De(a x b) = da(fo + 1) + do(fa + e1) Bl

+o00 1
D} (2)22(—”2' Letg, 4+ 22

fitt dobi
i=1

Figure 8. Définition de la fonctiorD}

Dans cette sémantique, le calcul des dérivées partiellggermaet qu’'une ana-
lyse de dépendance puisque le terme d’erreur est calcukldaméels. Par contre,
nous nous servirons de leurs valeurs dans la sémantiquaisdstour calculer des
ensembles d’erreurs, représentés par des intervalles emaéduisant de maniére si-
gnificative I'effet enveloppant.

3.1.2. Sémantique abstraite

La sémantique abstraite, notgg.: , permet, comme la sémantique abstréi}g
(cf. section 2.4), d’évaluer la précision numérique powalasses d’exécutions. Nous
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présentons dans cette section la maniére dont nous cadcdémnapproximations li-
néaires garanties de I'erreur avant de définir formellerﬁ@kﬁ).

L'analyse par intervalles (Moore, 1979; Jaudihal, 2001) introduit la notion de
fonctions d'inclusion A une fonction mathématique est associée une fonction in-
formatiques calculée a l'aide de I'arithmétique d’intervalles. Cetbation. est une
fonction d’inclusion si I'image d’un intervallgz] par i est contenue dans I'image de
[z] par.. La fonction d'inclusion naturelle est celle définie dietient & partir des
opérations de I'arithmétique d'intervalles. Nous notdijs la fonction d’inclusion
naturelle associée a la fonction mathématifjue

Nous illustrons la fonction d’inclusion naturelle par ureexple tiré de (Jauliet
al., 2001). Nous calculons les fonctions d’inclusion sur Binvalle[—1, 1] def; etfs
deux fonctions équivalentes, définies par :

fi(z) = 2*+z,

ISR
2 4-

La figure 9 donne une représentation graphique de 'amgitled intervalles résultat
de I'évaluation ddf,],, et[fs],. Nous avonsf,], ([—1,1]) = [-2,2] ol nous avons
représenter la puissan@egpar une multiplication. Nous avons auffsi,, ([—1,1]) =
[—1,2], qui est de plus le résultat mathématique exact de 'imade del] parf.

r/

f(z)

f2(x)

: [f2 ([=1,1])

—_ o [f1]([-1,1])

Figure 9. Fonctions d’inclusion naturelles dg etf,

Il est cependant possible de définir d’autres fonctionscilision permettant de
limiter I'influence, sur le résultat, de la forme d’'une exgsi®n évaluée dans les in-
tervalles. Le théoreme des accroissements finis dit ;: fSmie fonction différentiable
sur l'intervalle[a, b], de différentielleg, alors il existec dans|a, b[ tel que :

f(b) =f(a) +9(c)(b —a) .
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En généralisant, nous obtenons :
Vr € [a7 b]7 de E]a, b[7 f(:l?) = f(m) + g(C)(IE - m)7

m est le milieu de l'intervallga, b]. Ces théorémes nous affirment I'existence de cette
valeurc mais pas le moyen de la calculer. En utilisant I'arithmétidiintervalles pour
calculerg nous obtenons I'ensemble des dérivéed der [a, b] et nous obtenons la
relation :

Vx € [a,b], f(z) € f(m) + [g].([a,b])(z — m) .

Par extension, nous obtenons :
f([a,0]) C f(m) + [gln([a, b])([a,b] —m) .

Nous pouvons alors définir la fonction d’inclusion centré&tée|f]. pour la fonc-
tion mathématiqué, définie pour toute fonctiohdifférentiable sur un intervallgr]
dont le milieu est noté: et de différentiellag. Nous avons :

[fle(fz]) = f(m) + [gn ([2]) ([2] = m) . (3]

La figure 10 donne deux interprétations graphiques de ldifand’inclusion cen-
trée. Suivant la largeur de l'intervalle d’étude de la fomet nous obtenons une ap-
proximation plus ou moins précise.

m m

(a) Intervalle d’étude large (b) Intervalle d’étude moins large

Figure 10. Fonction d'inclusion centrée

Cette définition peut étre étendue sans difficulté a des ifomemanipulant des
valeurs vectorielles. Grace a cette nouvelle fonctionaitision nous pouvons définir
un nouveau calcul d’ensemble d’erreurs en prenant comnuidorf la fonction& et
comme intervalléz] le vecteur d'intervalles d’erreurs élémentaires, n@té

Dans la sémantique abstraite, un ensemble de valeurssr&edlst représenté par
un triplet([f], m, [d]) avec][f] I'intervalle de flottantsin le centre de I'intervalle d’er-
reurs efd] le vecteur de dérivées partielles. La sémantique abstsitdéfinie sur la
structure d’'une expression arithmétiqutelle que :

lalsh = (F¥(a), €}.(a), DE(a)) -



520 RSTI- TSI -28/2009. Supervision et sécurité en réseaux

La fonction F* est I'extension de la fonctiong a l'arithmétique d’intervalles. La
fonction&?,, définie a la figure 11, est une adaptation de la foncfioau calcul de la
valeur centrée de I'erreur globale. Elle suit les mémeseedé calcul qué® mais en
convertissant systématiquement tous les intervalles ervaleur unique qui est leur
centre en utilisant la fonctiom définit a I'équation [1].

a = ([fa], ma, [da]) et b= ([fo], ms, [ds])

Eh(a+b) = ma +my +m(Ld ([fa] + [fo]))
Eh(a—b) = ma —my +m(Ld ([fa] = [fe]))
£ (a x b) = m(malf]) + m(ms[fa]) +mams +m(1E ([fa] X [f5])

% (2) =S e )

Figure 11. Définition de la fonctior€?,

La fonctioan est une extension de la foncti@: a I'arithmétique d'intervalles
ou chaque occurrence d’une variable d’erreuest remplacée par un calcul de I'ap-
proximation linéaire définie par la relation [4]. Cette sithiion permet de calculer
I'ensemble des dérivées premieres de l'intervalle d’eset ainsi permet de garan-
tir les approximationsh(@) représente I'application de la fonctiom sur toutes les
composantes dé. Nous définissons la fonctioa®, qui calcule 'intervalle résultat de
I'approximation linéaire de la fonctiofi suivant un centre: et le vecteur de dérivées
intervalles|d], par :

Al (m, [d]) = m + [d](O —m(0)) . (4]

L'ensemble réeR associé a la valeur abstraitg], m, [d]) est égal & :

R=[f]+ A" (m,[d]) .

Exemple 3.1 Reprenons I'exemple de la section 2.4 ayec= = — ax, * =
([1,1],0,[1,1],) ouO est le milieu de I'intervalle d’erreur initial¢—0.5, 0.5], et[1, 1]
est la valeur de la dérivée de, par rapport a I'erreur initiale. La valeur dex est

a = ([0.65,0.65],0,[1,1],) (erreur initiale nulle). Nous considérons pour simplifier
que les calculs flottants n’'engendrent pas de nouvellesiesréa notationz,, repre-
sente une valeur d’erreur ou de dérivé@associée a la variablg.

Eh(p) = Eh () — (M(E](a) x F(x)) +m(EL () x F(a)) + Ef(a) x Ef (@)
=0 — (m(0 x [1,1]) + m(0 x [0.65,0.65]) + 0 x 0)
=0

Nous savons par le calcul des dérivées gueune erreur qui dépend de I'erreur sur
a et de l'erreur surz.



Formes de Taylor en analyse statique 521

D¢ (p) = D (x) — (D (a) x F¥(2) + Def(x) x F¥(a) + D¢ (x) x E¥(a)
+ D (a) x E¥(x))
= [1,1]s — ([1,1]a x [1,1] + [1,1]s x [0.65,0.65] + [1, 1] x O
+[1,1]a x [~0.5,0.5))
= [1,1], — ([0.5, 1.5]4, [0.65, 0.65]..)
= ([~1.5,-0.5]a, [0.35, 0.35],.)

Nous obtenons alors un ensemble d’erreurs awecle produit scalaire et
(04, [—0.5,0.5];) le vecteur d’erreurs initiales :

AN (EL (p), DE (D)) = EL(p) + DE(a) ® (0a, [0.5,0.5].)
=0+ ([-1.5,—0.5]4,[0.35,0.35];) ® (04, [—0.5,0.5])
= [-0.175,0.175]

Au final, nous avons un ensemble r&tompris dans I'intervallg0.175, 0.425] avec
le flottant toujours égal &.35.

Comme nous I'avons vu a la section 2.2, dans la présentatioérgle de la théorie
de I'interprétation abstraite, il est nécessaire de mustierensemble de valeurs d’'une
structure de treillis. Nous définissons maintenant lelisadles flottants avec erreurs
différentiées au premier ordre. La relation d’ord_:rgb est définie par :

[f1] Ci [f2]
([f1],ma, [da]) Cihy ([fa], me, [d]) @{ A
.Al (m1, [dl]) E]I Al(mg, [dg])

Les opérations d’uniohii, et d’intersectioni’, sont définies par :

([f1]7m17 [dl]) Ullli%l ([f2]7m27 [dz]) =
([f1] Ln [f2], (A" (ma, [da]) L A (ma, [da]), [da]Cn[de])

([f1]7m17 [dl]) W]Eg) ([f2]7m27 [dz]) =
(1] e [f2], m(A (ma, [da]) Mz A" (ma, [da])), [di]ru[da]) -

Les opérationsl; et 'y représentent I'application composante par composante des
opérateursl; ety Les trois fonctions liées a la structure d’ordre du treitles flot-
tants avec erreurs différentiées nécessitent I'évalnatel’intervalle d’erreurs.
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3.2. Différentiation d’ordre supérieur

La fonction d’inclusion centrée se fonde sur le théoremeadesoissements finis.
La définition de nouvelles fonctions d'inclusion se fondaunt la généralisation de
ce théoreme aux fonctionsfois différentiables est naturelle. La formule de Taylor-
Lagrange est alors la base de la définition des fonctionsld$ion de Taylor. De
plus, la différentiation d’ordre supérieur permet de prereh compte beaucoup plus
d’'informations de dépendance, ce qui permet de définir deapnations plus pré-
cises. Nous montrons les possibilités d’extension de laaséque précédente par
application successive de la différentiation automatifire de calculer des dérivées
d’ordren.

La fonctionD peut étre appliquée sur la foncti@} pour donner la fonctio®?2
calculant les dérivées secondes de la foncfigrar rapport aux’. En appliquant a
nouveau la fonctiorD sur la fonctionDZ, nous pouvons calculer les dérivées troi-
siémes et ainsi de suite pour calculer les dérivé@sne.

Grace a la connaissance des dérivées de tous ordres, nowmnpaléfinir une
fonction d’inclusion fondée sur des formes de Taylor (Neiem2003; Jauliret al,,
2001). Le théoreme des accroissements finis se générakiseration différentiables
n fois par la formule de Taylor-Lagrange (Rudin, 1976). Etpercédant de la méme
maniére qu'a la section 3.1, nous pouvons définir une fonatimclusion de Taylor,
notéelf] telle que :

([z] —m)""
(n—1)!

T [ () =M

n!

flr(lz]) = f(m) + ...+ (m) [5]

Cette définition s'étend aussi sans difficulté a des valeacsovielles. L'avan-
tage d’'une telle fonction d’inclusion est de n’utiliserritamétique d’intervalles qu'a
I'ordren, en général sur des petits ensembles de valeurs, et domeitds randement
I'effet enveloppant. Cependant, le compromis entre pigtist efficacité de I'analyse
doit étre pris en considération, c’est la raison qui nousralad a n’expliciter qu'une
extension a I'ordre de la sémantique de la section 3.1.

Nous présentons une extension a I'ordr@otée[.]2,. Une valeur réelle: dans
la sémantique concréte est représentée par un quad(yiptel, 2) ou f ete repré-
sentent respectivement la partie représentable et noBseqmable de et ou; et
h représentent les vecteurs de dérivées partielles au prema second ordre de
I'erreur globale suivant les’. La sémantiqud.]2, est définie sur la structure d’une
expression arithmétiquepar :

[alén = (F(a), €(a), Dg(a), DE(a)),

F(a), £(a) etD} sont les mémes que précédemment et sont respectivemengsléfin
aux figures 6(a), 6(b) et 8. La fonctidhZ est définie a la figure 12. Sa définition
est obtenue de la méme maniére que la définition de la fon@janLa difficulté
vient du calcul des dérivées secondes a partir du produiede decteurs de dérivées
premieres. Il faut réaliser une multiplication matricgeéntre les deux vecteurs afin
d’obtenir toutes les combinaisons linéaires possibles.
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a = (fa7€a7ja7ha) et b= (fb76b7jb7hb)

D2(a+b) = ha + hy
Di(a —b) = ha — hy

Dﬁ(a X b) = hafo + hofa + Jvja + €ajo + Jajb + €bJa

+o0 .
D: (é) - Z(_l)Z% (haef[l +(i— 1)]-362‘72)

Figure 12. Définition de la fonctiorD%

Comme pour la sémantiqye;;,, le calcul des dérivées premiéeres et secondes ne
permettent que de faire une analyse de dépendances. Erleffétnantique concréete
calcule exactement les erreurs d’arrondi. Les valeurs dasébs apportent une in-
formation sur I'influence d’une variable sur le calcul deil&ur et aucune approxima-
tion n'est nécessaire. Les dérivées d'or@ineermettent de connaitre l'influence des
combinaisons d’erreurs élémentaires, introduites p@ération de multiplication en
particulier, sur la valeur de I'erreur globale. Ceci, noesmpet d’étudier les erreurs
d’ordre supérieur, erreurs résultats du produit de deweuesr qui ont dans certains
cas une influence non négligeable sur le calcul de I'erreur.

La sémantique abstraite, notgd>%, utilise la fonction d'inclusion de Taylor
d’ordre2 pour calculer des ensembles d’erreurs. Cette fonctionoesték par I'équa-
tion [6] et, elle induit un changement dans le calcul desvéés premieres définies
a la section 3.1, puisque ces dérivées ne doivent plus dtelé@es sur la totalité de
l'intervalle d’erreurs mais uniquement au centre. Nousrigons a la figure 13 la
fonction D}, calculant les dérivées d’ordiieau niveau du centre de l'intervalle d'er-
reur, c’est-a-dire suivant les valeurs de la fonctiijn Cette définition est construite
de la méme maniére que la fonctip, (cf. figure 11) et le résultat de chaque opé-
ration mettant en jeu un intervalle est réduit en son centieega la fonctiom. La

notationf®) représente la differentielle d’ordtele la fonctiorf.

flra([e]) = Fm) + 10 (m) (] = m) + 5 (el = )L (@]} (] = m) . [6]

Un ensemble de valeurs réellBest représenté dans la sémantique abst[i:ﬁﬁg
par un quadruplet ], m, j, [h]) avec[f] 'ensemble des valeurs flottantes associées a
R, m la valeur centrée de I'erreur]e vecteur de dérivées partielles premiéres calculé
au pointm et h la matrice de dérivées secondes. Les dérivées secondeepoft
sentées sous forme de matrices ou les lignes et les cologprEésentent les points de
contrdle et ou la valeur de la case d’indides représente la dérivée seconde de la
fonction& par rapport aux erreurs élémentaivéset o’i. Cette dérivée représente la
contribution du produit de’: et deo’ dans la valeur de I'erreur globale.
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a= ([f(l]7ma7j(l7 [ha]) et b= ([fb]7mb7jb7 [hb])

9lo(atd
Dyfe(a+b) = ja+jo + %
(0252
. . 0 lo (a - b)
14 —

Drela =) =ja = o+ —5 07—
. . Y y ] ] 8 ° a b
Dyie(a x b) = M(jalf]) + MG [fal) + mags +myja + %

1 1 = [ i i—1 . 0 lo (%)
ot (1) = 2w () s

i=1

Figure 13. Définition de la fonctiorD?,

La sémantiqu@.]}% est définie sur la structure d’'une expression arithmétique
telle que :
lalZh = (F*(a), &5 (a), Dyl (a), DE (a) -

Comme pour la sémantique abstra@t}:nlzjj , la fonctioanti est une extension de la
fonction D a I'arithmétique d'intervalles ot chaque occurrence d'vaable d’er-
reur est remplacée par le calcul de I'approximation polyiadede I'erreur. Cette défi-
nition nous permet de calculer 'ensemble des dérivéesefiast secondes sur l'inter-
valle d’erreur et elle nous permet d’avoir des approxinregigaranties. Le domaine
est défini de manieére analogue au treillis des flottants axenrs différentiées au
premier ordre.

4. Résultats expérimentaux

Nous avons implanté la sémantique de I'erreur différerai¢erdre 1 et 2 dans
un prototype écrit en OCarflpermettant d’analyser un noyau de langage impéra-
tif basé sur le langage C. Nous obtenons des résultats gfifroent 'intérét de la
composition de sémantiques dans I'étude de la précisiorérigoe. Nous illustrons
les bonnes propriétés de la sémantifije, par deux exemples. Le premier exemple
permet d’apprécier le gain de précision des résultats entelcul d’erreur dans les
intervalles et un autre avec notre nouvelle sémantiqueeXaehple est basé sur un cal-
cul de racine carré, par une méthode de Newton. Le secondpbx@ndté construit, a
partir de la suiter,, .1 = x,, — ax,, €t met en évidence l'intérét d’'une différentiation
de l'erreur au second ordre.

Dans ces deux exemples, nous avons analysé les programuotésant une arith-
métique flottante multiprécision pour calculer les errelierithmétique multipréci-

6. http ://caml.inria.fr/
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double xn = 0.1;
double xn1l = 0.0;

double a = [25, 25]_[-0.01, 0.01];
int cond = 0;

double temp = 0.0;

double res = 0.0;

double a = [0.8,0.9];
while (cond < 1) { double b = 0.35;
xnl = 0.5 xn » (3.0 — a * xn x xn); double x = [0.79,0.99]_[-0.1,0.1];
temp = xnl— xn;
if (temp < le-12) { while (1) {
cond = 2; X =ax* X * X—b*x x * X;
} }
if (temp >—le—12) { (b) Suite hypergéométrique
cond = 2;
}
Xn = xnl;

res = xnlx a;

(a) Racine carrée par la méthode de Newton

Figure 14. Code source des exemples

sion est une implantation logicielle de I'arithmétique taite permettant de fixer ar-
bitrairement le nombre de bits de la mantisse. Bien quesfprétation abstraite per-
mette de calculer des approximations des comportementsogdeammes, il est, en

général, nécessaire d'utiliser des stratégies d'iténatpermettant en un temps fini de
calculer le point fixe avec suffisamment de précision. Dassaxemples la stratégie
employée est le dépliage de boucle (Blanatetl,, 2003), c’est-a-dire I'exécution du

corps de la boucle un certain nombre de fois fixé au début dalyae.

De plus, nous avons appliqué, pour le premier exemple, uratpé d'élargisse-
ment, quasi indispensable en interprétation abstraits, difficile a définir en analyse
de la précision numérique. En effet, une méthode couranteqefinir cet opérateur
utilise un ensemble de valeurs paliers (Blanaedl., 2003). Dans notre cas, il n’est
pas possible de définir a priori des paliers servant pouarfdsement des termes
d’erreur. La technique alors adoptée est la dégradatioa gegcision. A chaque ap-
plication de I'opérateur d’élargissement, nous diminulensombre de bits servant a
représenter les erreurs. Cette diminution a pour effetgiteanter la valeur deulp et
permet ainsi d’avoir un ensemble dynamique de paliers.

Le premier programme implante une méthode de Newton caltialaacine carrée
d’'un nombrez strictement positif ; le code source est donné a la figure)1&calcul
s’appuie sur la récurrence définie par I'équation :

Tpt1 = :%l (3 — a:ci) .

Le résultat du programme, c'est-a-dire la racine carré®un nombrea, est
r = x, X a avecs, lavaleur du point fixe de la fonction. Cet algorithme nédessne
connaissance d'une "bonne valeur" initiale proche de latgwi, nous ne considérons
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pas ce probléme ici en supposant cette valeur connue. Nons analysé les pro-
priétés numériques de ce programme avec les sémanmgleﬂ[[.]}é% et un dépliage
initial de la boucle dd0 itérations. Notre sémantique de I'erreur différentiéenpetr
d’améliorer le calcul des erreurs en prenant en compte lasaes qui les lient. Mais
elle n’agit pas sur les valeurs flottantes. Afin d’assuretdhitité de I'algorithme dans
les flottants, nous avons choisi de calculer la racine caféee valeur simple5.0
mais entachée d’une errgfur0.01, 0.01].
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Figure 15. Intervalle d’erreurs pour chaque itération du programmedy
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L'analyse avec la sémantiqlﬂe}}fE qui utilise I'arithmétique d’intervalles pour le
calcul du flottant et de I'erreur ne permet pas d’apprécigquiité du résultat flottant
qui est[5.0,5.0] alors que I'évolution de I'intervalle d’erreur grandit. figure 15(a)
montre cette évolution en fonction des itérations. La sé'rqae[[.]]]lEﬁD permet, grace
a la prise en compte des relations entre erreurs, de calgnlégrme d’erreur qui
converge. L'évolution de I'erreur calculée par approxiimatinéaire est donnée a la

04
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(b) Erreur calculée par la sémantiqqke}]ﬁﬁ)

Figure 16. Intervalle d’erreurs pour chaque itération du programmeiy
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figure 15(b). Grace a ces informations nous pouvons congluede résultat flottant
est treés proche du résultat réel.

Le second exemple est, 1 = ax? — bxr?. Le programme associé a cette suite
est donné a la figure 14(b). Nous avons comme valeur initigléintervalle flottant
[0.79,0.99] et celle-ci est entachée d'une erreur comprise dans Riatier{—0.1, 0.1],
c'est-a-dire que les valeurs réelles sont dans l'inteevall9, 1.09]. La constante:
est dans l'intervallg0.8,0.9] et la constant® est égale &.35. Naturellement, cette
suite converge positivement vergjuandn tend verstoo.

Une analyse par la sémantiqM]ﬁE conduit & une valeur flottante qui converge
vers0 mais un terme d’erreur qui rapidement explose (a partir de3l@me itéra-
tion) pour étre de la formg-MAX_FLOAT, MAX_FLOAT| avec MAX_FLOAT =
1.7976931348623157¢3%%. Ce résultat est uniquement di a l'arithmétique d'inter-
valles qui ne permet pas de détecter que la soustractidseuglmémer? .

Par contre, une analyse par la sémantim]ié permet de calculer un terme d’er-
reur plus proche du modéle mathématique. L'évolution dedi@ est donnée a la
figure 16(a). Nous obtenons alors un terme d’erreur conagitgeers) au bout d’'une
douzaine d'itérations avec une amplitude[d®.3742, 0.3742]. Le passage a I'ordre
2 dans le calcul de I'erreur en utilisant la sémanti@ﬂ]é’j permet d’affiner encore ce
résultat comme le montre I'évolution de I'erreur donnée fidare 16(b). Cette sé-
mantique montre une convergence \@en7 itérations et avec un intervalle d’erreurs
qui est au maximum de-0.161,0.161].

L'élévation au carré des,, engendre des erreurs d’'ordre supérieur qui sont de
plus en plus prépondérantes dans le calcul de I'erreur tobapplication directe de
I'arithmétique d’intervalles ne permet pas de détecterdéations entre les erreurs et
donc fournit un mauvais résultat. La différentiation aunpier ordre capte les relations
entre erreurs élémentaires mais pas entre erreurs d’argégisur ce qui conduita un
bon résultat mais qui peut encore étre amélioré, ce queafaémantique a I'ordre
deux.

5. Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté une nouvelle aritumeédédiée a I'étude
de la précision numérique dans le cadre de la validation dgrammes numériques.
Cette arithmétique est issue de la combinaison de deux wethmumeériques exis-
tantes : I'erreur globale et la différentiation automaégHlle permet de calculer plus
finement les erreurs d’'arrondi en diminuant I'effet envelapt dans les calculs et
ainsi permet d’obtenir des analyses plus précises. Noussavmntré que dans cer-
tains cas la méthode de I'erreur globale différentiée atfef donne des résultats
plus précis qu’au premier ordre. Il serait aussi intéretsdatudier les ordres supé-
rieurs. Cependant, il est nécessaire de tenir compte durconipentre efficacité et
gain de précision, surtout qu'’il n’est pas évident que lelses supérieurs améliorent
les résultats si significativement qu'ils justifient tous calculs.
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Dans cet article, nous nous sommes concentrés sur 'amtitiordu calcul des
erreurs d’arrondi. Or les termes d’erreurs dépendent alessvaleurs flottantes, en
particulier dans le cas de la multiplication. Une sur-agpmation de cet ensemble
de flottants se répercute dans le calcul de I'erreur mémelavechnique présentée
ici. Une solution envisagée est d'utiliser des formes iafatelles qui introduisent des
contraintes linéaires pour affiner le calcul d’ensemblealews flottantes (Goubault
et al, 2005; Goubaulet al, 2006a) et ainsi de réduire I'effet enveloppant au niveau
de la partie flottante. (Goubauwt al., 2006a) définissent une sémantique relationnelle
fondée sur des formes affines permettant de limiter I'effeeoppant dans le calcul
flottant mais pas dans le calcul des erreurs. Une combinaistma cette sémantique
et la sémantique de I'erreur différentiée conduirait a dedyeses trés précises prenant
en considération les dépendances entre flottants et erf@argbaulet al,, 2005) pro-
posent aussi de prendre en compte toutes ces dépendangesitant a la sémantique
de (Goubaulet al, 2006a) des formes affines entre les erreurs. Une comparaéso
cette sémantique complétement relationnelle avec la quarguin de la sémantique de
(Goubaultet al., 2006a) et de la nbtre est envisagée.

La différentiation automatique est une technique qui aré&édtudiée (Griewank,
2000; Hascoétt al.,, 2005; Bischokt al,, 1997; Bischotkt al,, 1994). Il serait treés inté-
ressant d’un point de vue optimisation d’'étudier encore pltentivement les moyens
mis en ceuvre pour calculer les dérivées afin d’améliorentpsede calculs de I'ana-
lyse statique présentée dans cet article. Une piste a exgerait I'utilisation de ré-
sultats issus d’analyses statiques préparatoires commexpmple (Tadjouddinet
al., 1998) afin de réduire le nombre de calculs ou I'espace mémoir

Par ailleurs, la connaissance des dérivées de la fon€tinous laisse entrevoir la
possibilité de définir un opérateur d’élargissement adapte I'étude de la précision
numérique. L'opérateur d'élargissement, élément impontie la théorie de I'inter-
prétation abstraite, permet d’accélérer la convergenceathul de point fixe. Nous
examinons la possibilité de définir un tel opérateur en sddohsur I'évolution des
dérivées. Excepté la possible phase d'initialisation véesables d'une boucle d'un
programme suivent, en général, une progression compaiat#tie définie par une
suite mathématique. Une piste envisageable serait aldgilssiition du domaine suites
arithmético-géomeétriques (Feret, 2005) afin d’estimerdaypession des dérivées.
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