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RÉSUMÉ. Des travaux récents sur l’analyse statique de programmes numériques ont montré 
que les techniques d’interprétation abstraite étaient adaptées à la validation de la précision 
des calculs en arithmétique flottante. L’utilisation des intervalles comme domaine numérique, 
même avec des méthodes de subdivision, induit une sur-approximation des résultats en 
particulier par l’existence de l’effet enveloppant (wrapping effect). Une solution utilisée pour 
éviter ce problème est la définition de domaines relationnels étroitement liés aux propriétés à 
valider. Nous allons montrer dans cet article comment des techniques de différentiation 
automatique peuvent être utilisées pour définir des formes de Taylor permettant de définir 
une nouvelle analyse statique. 
ABSTRACT. Recent work on static analysis of numerical programs has shown that abstract 
interpretation is well-suited to the validation of the precision of floating-point computations. 
However, the non relational, interval based techniques used in this context yields some 
imprecise results due to the well-known wrapping effect. These over-approximations can be 
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the terms of a computation. In this article, we use automatic differentiation techniques in 
order to define a new static analysis which relates the floating-point numbers to their error 
terms. This relation improves the precision of the analysis. 
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1. Introduction

Les règles de conception des logiciels embarqués critiquesimposent, en particulier
dans le domaine de l’avionique, d’apporter des garanties sur le « bon comportement »
des programmes. Or, l’arithmétique à virgule flottante est de plus en plus utilisée dans
ces applications, notamment à cause de la présence d’unitésde calcul dédiées, ce qui
nécessite la mise au point de méthodes de validation appropriées. Les techniques de
test restent difficilement applicables à la détection de problèmes de précision numé-
rique (les pires erreurs peuvent survenir pour des jeux de données très particuliers
qui ne correspondent pas, par exemple, à des cas limites telsque les bornes du do-
maine d’une variable) et, plusieurs travaux de recherche récents ont porté sur la vali-
dation par analyse statique de la précision de ces calculs (Goubaultet al., 2006b; Mar-
tel, 2006; Goubaultet al., 2006a). Dans cet article, nous présentons une nouvelle tech-
nique pour l’étude de la précision numérique, adaptée à l’analyse statique par inter-
prétation abstraite.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour étudier la précision numérique des cal-
culs réalisés par un programme (Bajardet al., 1997; Martel, 2005). Cependant, les
objectifs ne sont pas, en général, la validation de comportements numériques mais la
représentation des valeurs réelles en machine (Pottset al., 1997; Ait-Ameur, 1999),
c’est-à-dire l’amélioration de la précision des résultats. L’arithmétique d’intervalles
permet d’encadrer une valeur réelle par deux nombres machines. Les calculs effectués
avec cette arithmétique sont garantis puisqu’à chaque opération le pire cas est consi-
déré, d’où l’apparition de l’effet enveloppantcause de sur-approximations. La mé-
thode CESTAC (Chesneauxet al., 1988; Chesneaux, 1995; Vignes, 1996) (contrôle et
estimation stochastique des arrondis de calculs) consisteà exécuter plusieurs fois un
programme en changeant aléatoirement la manière d’arrondir les opérations, ce qui
permet d’estimer le résultat réel d’un calcul. Comme toute méthode statistique, elle
ne garantit les résultats qu’à probabilité près. Un autre exemple d’étude de la préci-
sion numérique qui a pour objectif la représentation des réels est la méthode CENA
(Langlois, 1999) (correction des erreurs numériques d’arrondi). Elle utilise des in-
formations données par les dérivées des fonctions calculées par un programme pour
compenser les erreurs d’arrondi et approcher au mieux les calculs dans les réels. En
général, ces méthodes ne sont pas bien adaptées à la validation des comportements
numériques des programmes.

La théorie de l’interprétation abstraite (Cousotet al., 1977; Cousotet al., 1992;
Cousot, 2000) permet, dans certains cas, d’apporter formellement ces garanties. Elle a
été utilisée avec succès pour prouver l’absence d’erreurs àl’exécution de programmes
embarqués critiques de très grande taille (Blanchetet al., 2003) et, elle s’est avérée
être adaptée à l’analyse de la précision numérique comme l’ont montré les travaux
(Goubault, 2001; Goubaultet al., 2006a; Goubaultet al., 2006b) qui utilisent une
arithmétique flottante avec erreurs permettant de calculerla distance (c’est-à-dire l’er-
reur) séparant le résultat flottant du résultat réel, et de tracer l’origine des erreurs. Ces
informations supplémentaires sont très utiles pour la phase de correction.
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Les travaux présentés dans cet article ont pour objectif d’améliorer le calcul des er-
reurs d’arrondi dans l’arithmétique flottante avec erreurs. Pour cela, nous allons utili-
ser la méthode de la différentiation automatique (Griewank, 2000; Bischofet al., 2002)
qui permet de calculer les dérivées d’une fonction et ainsi de mettre au point des ap-
proximations polynomiales de la fonction. Le couplage de cette méthode avec l’arith-
métique d’intervalles nous permet, d’une part, de garantirles résultats des approxima-
tions et, d’autre part, de limiter l’influence de l’effet enveloppant dans le calcul des
erreurs et ainsi de limiter les sur-approximations dans l’analyse de la précision nu-
mérique par interprétation abstraite. La combinaison de l’arithmétique flottante avec
erreurs et de la méthode de différentiation automatique està la base de la nouvelle
arithmétique présentée dans cet article :l’arithmétique de l’erreur différentiée.

Le reste de cet article est organisé comme suit : La Norme IEEE754, l’analyse sta-
tique par interprétation abstraite, l’arithmétique d’intervalles, l’arithmétique flottante
avec erreurs et la méthode de la différentiation automatique sont introduites à la sec-
tion 2. La nouvelle arithmétique est définie à la section 3 ; elle a été implantée dans un
prototype et des résultats expérimentaux sont présentés à la section 4.

2. Notions préliminaires

2.1. Norme IEEE 754

Dans cet article, nous supposons que l’arithmétique utilisée en machine est confor-
me à la norme IEEE754 (IEEE Task P754, 1985; Goldberg, 1991; Monniaux, 2007)
dont les principaux aspects sont présentés ci-après. Cettenorme définit l’arithmétique
à virgule flottante en base2 qui est implantée dans la majorité des processeurs ac-
tuels. Elle caractérise complètement la représentation mémoire des éléments de cette
arithmétique, appelés nombres à virgule flottante, nombresflottants ou flottants. Un
flottant est composé en mémoire (au niveau du bit) de trois parties : un signes valant1
ou−1, un exposante compris entreemin etemax et une mantissem. Le réelr associé
à un nombre flottant est donné par la relationr = s.m.2e.

La norme propose plusieurs types de flottants dont les plus importants sont le type
simple précision et le type double précision. La précisionp d’un nombre flottant cor-
respond au nombre de bits qui compose sa mantisse. De plus, pour une précision
donnée, les valeurs deemin et emax sont fixées. Par exemple, en double précision la
mantisse est codée sur53 bits,emax = 1023 etemin = −emax − 1 ce qui correspond
à un codage sur10 bits de l’exposant.

Les opérations+,−,×,÷ et √ ne sont pas définies en fonction des caractéris-
tiques techniques de la machine mais suivant des contraintes mathématiques. La pro-
priété partagée par ces opérations est celle de l’arrondi exact, c’est-à-dire que le ré-
sultatr d’une opération flottanteo est équivalent au résultatr′ obtenu par le calcul de
o en précision infinie puis arrondi. La norme définit plusieursmodes d’arrondi dont
les principaux sont : vers+∞ qui donne un flottant plus grand que le réel, vers−∞
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qui donne un flottant plus petit que le réel et au plus près qui prend le flottant le plus
proche du réel.

Une information importante sur les flottants est l’ulp (Unit in the Last Place) dont
la valeur donne l’ordre de grandeur du dernier bit de la mantisse. L’ulp permet d’es-
timer la distances séparant deux nombres flottants, c’est-à-dire de majorer l’erreur
d’arrondi. Pour un flottantf , l’ulp est défini par :

ulp(f) = 2−p+e−1
,

avecp la précision du flottant ete son exposant. La majoration de l’erreur dépend du
mode d’arrondi : pour les arrondis vers les infinis l’erreur d’arrondi est majorée par
ulp(f) tandis qu’avec le mode au plus près la majoration est de1

2ulp(f).

Nous présentons un exemple de calcul en arithmétique flottante à la figure 1 qui
montre la difficulté d’interpréter des résultats obtenus enmachine. Le programme
calcule une approximation de la dérivée de la fonctionf(x) = 2x enx = 1. La valeur
théorique de la dérivéed est égale à2. Nous réalisons un calcul approché en machine
avec des flottants en simple précision suivant la formule :

f′(x) ≈
f(x + h)− f(x)

h
,

avec des valeurs deh petites.

Quandh = 1e−8, il y a un phénomène d’absorption qui se produit au niveau de
l’expressionf(x+h), c’est-à-dire que le calcul1+1e−8 donne comme résultat1. Nous
obtenons alorsf(x + h) = f(x) ce qui conduit au résultat0.0. Si h = 1e−7, le résultat
de 1 + 1e−7 est très proche de1 ce qui engendre un autre problème, l’élimination
catastrophique. Les valeurs1+1e−7 et1 étant très proches, quand nous les soustrayons
une erreur importante survient qui est amplifiée par la division, d’où le résultat. Avec
h = 1e−6, les mêmes problèmes sont présents mais moins soulignés, tandis qu’avec
h = 1e−5 et= 1e−4 les erreurs introduites par les calculs flottants sont encore moins
importantes et donc influencent très peu le résultat.

Nous introduisons deux fonctions qui nous servirons dans lasuite de cet article :
↑◦ : R → F et ↓◦ : R → R. La fonction↑◦ associe à un réelr le nombre flottant
f correspondant, suivant le mode d’arrondi◦ choisi. Cette fonction définit la partie
représentable der dans les flottants. La fonction↓◦ calcule la partie non représentable
der dans les flottants et elle est définie par :

↓◦ (r) = r− ↑◦ (r) .

2.2. Analyse statique par interprétation abstraite

Nous présentons brièvement dans cette section l’analyse statique par interpréta-
tion abstraite (Cousotet al., 1977; Cousotet al., 1992), en reprenant la présentation
d’A. Miné 1. Cette théorie permet de calculer une approximation (abstraction) des

1. Antoine Miné, cours de master, Ecole Normale Supérieure.
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f l o a t f ( f l o a t x ) {
re tu rn 2 * x ;

}

f l o a t d e r i v a t i o n (f l o a t h ) {
f l o a t x = 1 ;
f l o a t d = 0 . 0 ;

d = ( f ( x+h ) − f ( x ) ) / h ;

re tu rn d ;
}

Résultats

Théorique : d = 2

Machine : d = 0.0 (h = 1e
−8)

d = 2.384186 (h = 1e
−7)

d = 1.907349 (h = 1e
−6)

d = 2.002716 (h = 1e
−5)

d = 2.000332 (h = 1e
−4)

Figure 1. Problèmes liés à l’arithmétique flottante : absorption (h = 1e−8) et élimi-
nation catastrophique (h = 1e−7)

comportements d’un programmeP par rapport à la description la plus précise de
P , c’est-à-dire sa sémantique (concrète). Nous considéronsle langage défini par la
grammaire décrite à la figure 2. La règlea représente la construction des expressions
arithmétiques composées de constantes réellesr, de variablesx appartenant à l’en-
semble finiV et des opérations arithmétiques+,−,×,÷. Nous considérons qu’un
programmeP est représenté par un graphe de flot de contrôleG dont les arcs sont
étiquetés par les instructionsi deP , nous désignons parI l’ensemble de ces instruc-
tions. Les instructions sont représentées par la règlesinst et elles représentent soit une
affectation soit une comparaison entre une variable et une constante.

a ::= r | x | a0 + a1 | a0 − a1 | a0 × a1 | a0 ÷ a1

inst ::= x = a | x ≤ r | x < r | x ≥ r | x > r

Figure 2. Grammaire des opérations apparaissant sur les arcs du graphe de flot de
contrôle

Les nœudsc deG représentent les points de contrôle du programme, c’est-à-dire
les états du programme après évaluation d’une instruction.Il n’y a qu’un nombre fini
de points de contrôle et nous notonsC l’ensemble de ces points. Le choix des points
de contrôle est effectué lors de la phase d’analyse grammaticale et il ne change pas
pendant l’analyse. Un point d’entréee est associé àG représentant le point d’entrée
du programme ainsi qu’une relationP qui lie les points de contrôle entre eux et les
instructions,P ∈ C × C × I.

Nous notonsσ l’environnement qui à une variable associe une valeur, c’est-à-
dire σ : V → R, et nous appelonsΣ l’ensemble des environnements. Nous notons
℘(E) l’ensemble des parties de l’ensembleE. La sémantique concrète des expressions
définie l’évaluation d’une expressiona dans un environnementσ en un ensemble de
valeurs réelles.
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La sémantiqueJ.KA : (V → R) → ℘(R) des expressions est définie par :

JrKA(σ) = {r}

JxKA(σ) = {σ(x)}

Ja1 ⋄ a2KA(σ) = {v1 ⋄ v2 | v1 ∈ Ja1KA(σ), v2 ∈ Ja2KA(σ)}, avec⋄ ∈ {+,−,×,÷} .

La sémantique concrète des instructionsJ.KC : ℘(V → R) → ℘(V → R) est une
relation entre environnements et elle est définie par :

Jx = aKC(E) = {σ[x← v] | σ ∈ E, v ∈ JaKA(σ)}

Jx ∗ rKC(E) = {σ | σ ∈ E, v ∈ JxKA(σ), v ∗ r}, avec∗ ∈ {<,≤, >,≥} .

La sémantique d’un programme est alors définie comme la plus petite solution d’un
système récursif d’équations sémantiques. A chaque point de contrôle est accumulé
l’ensemble des environnements rencontrés lors de toutes les exécutions, c’est-à-dire
qu’à chaque point de contrôle est associé un ensemble d’environnements (c’est-à-dire
un invariant). Nous notonsρc l’ensemble des environnements au point de contrôlec
tel que :

ρc =

8

<

:

(V → R) si c = e
S

(c,c′,i)∈P

JiKC(ρc′) sinon .

Par le théorème de Tarski, nous savons que cette solution existe puisque :

– D = 〈℘(V → R),⊆,∪,∩, ∅, (V → R)〉 est un treillis complet ;

– chaque fonctionc 7→
S

(c,c′,i)∈P

JiKC(ρc′) est croissante.

La résolution de ce système se fait par itération. La figure 3 donne un exemple de
programme représenté sous la forme de graphe de flot de contrôle et d’un système
d’équations sémantiques.

Dans la majeure partie des cas, la sémantique concrète n’estpas calculable. Les
valeurs ne sont pas représentable en mémoire et le nombre d’itérations est poten-
tiellement infini. La théorie de l’interprétation abstraite permet alors de calculer une
sur-approximation de la sémantique concrète. Nous définissons un treillis abstrait de
valeurs dont un élément représente un ensemble de valeurs concrètes. Un treillis abs-
trait est défini par :

– D♯ un ensemble de valeurs symboliques ;

– un ordre partiel⊑♯ avec un plus petit élément⊥♯ et un plus grand élément⊤♯ ;

– des équivalents des opérateurs d’union∪♯ et d’intersection∩♯.

En nous appuyant sur ce treillis, nous redéfinissons les sémantiques des expres-
sions et des instructions ce qui conduit à représenter un programme par un système
d’équations sémantiques abstraites. La théorie de l’interprétation abstraite permet de
s’assurer de la correction de cette abstraction en se fondant sur les correspondances
de Galois. Les fonctionsα, γ forme une correspondance de Galois si :
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Programme C Graphe de contrôle Equations sémantiques

double x = 1 . 0 ;
double a = 0 . 6 5 ;
i n t i = 0 ;

whi le ( i < 10)
{

x = x − a * x ;
i = i + 1 ;

}

0

1

 x = 1.0 

2

 a = 0.65 

3

 i = 0 

4

 i < 10 

6

 i >= 10 

5

 x = x - a * x 

 i = i + 1 

ρ0 = ρi

ρ1 = Jx = 1.0KC(ρ0)

ρ2 = Ja = 0.65KC(ρ1)

ρ3 = Ji = 0KC(ρ2)
∪ Ji = i + 1KC(ρ5)

ρ4 = Ji < 10KC(ρ3)

ρ5 = Jx = x− a ∗ xKC(ρ4)

ρ6 = Ji ≥ 10KC(ρ3)

Figure 3. Programme représenté sous forme d’un graphe de flot de contrôle et d’un
système d’équations sémantiques

– γ : D♯ → ℘(V → R) est croissante ;

– α : ℘(V → R)→ D♯ est croissante ;

– et vérifiantα(X) ⊑♯ Y ♯ ⇔ X ⊆ γ(Y ♯).

En se fondant sur cette correspondance, la sûreté de l’analyse est donnée par :

∀c ∈ C, ρc ⊆ γ(ρ♯
c) .

L’objectif de cet article est la présentation d’un nouveau treillis de valeurs définit
spécialement pour l’étude de la précision numérique. Ce treillis améliore un domaine
existant : le treillis des flottants avec erreurs est présenté à la section 2.4.

2.3. L’arithmétique d’intervalles

Une des principales difficultés en analyse numérique est la représentation des
nombres réels. Une des solutions proposées pour ce problèmeest l’arithmétique d’in-
tervalles (Moore, 1979; Bajardet al., 1997; Rump, 1999; Revol, 2001; Jaulinet
al., 2001). Cette arithmétique permet de représenter en machine des nombres réels
en les encadrant par des nombres machines. Par exemple, le réel 1

3 peut être approché
par l’intervalle[0.33333, 0.33334]. Nous notonsI l’ensemble des intervalles.
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Un intervalle[a, b] est composé d’une borne inférieurea et d’une borne supérieure
b. Une valeur réeller est représentée par un intervalle dont la borne inférieure est
↑−∞ (r) et la borne supérieure est↑+∞ (r). La définition des opérateurs mathéma-
tiques+,−,×,÷ est étendue pour manipuler des intervalles. La figure 4 donnela
sémantiqueJ.KI de ces opérateurs (Moore, 1979; Revol, 2001). La somme de deux
intervalles est la somme des bornes inférieures et la somme des bornes supérieures.
La soustraction est la différence des bornes opposées. La multiplication nécessite de
calculer toutes les combinaisons possibles des bornes pourextraire la plus petite et la
plus grande valeur comme bornes de l’intervalle résultat. La division impose que le
dénominateur ne contienne pas zéro pour être effectuée.

Jx1KI = [a1, b1] et Jx2KI = [a2, b2]

Jx1 + x2KI = [a1 + a2, b1 + b2]

Jx1 − x2KI = [a1 − b2, b1 − a2]

Jx1 × x2KI = [min(a1a2, a1b2, b1a2, b1b2), max(a1a2, a1b2, b1a2, b1b2)]

J
1

x1
KI = [

1

b1
,

1

a1
] avec0 6∈ [a1, b1]

Figure 4. Définition de l’arithmétique d’intervalles

L’ensemble des valeurs intervalles devient un ensemble partiellement ordonné, en
ajoutant la relation d’ordre⊑I définie par :

[a1, b1] ⊑I [a2, b2]⇔ a1 ≥ a2 ∧ b1 ≤ b2

et les opérations d’union⊔I et d’intersection⊓I définies par :

[a1, b1] ⊔I [a2, b2] = [min(a1, a2), max(b1, b2)],

[a1, b1] ⊓I [a2, b2] = [max(a1, a2), min(b1, b2)] .

(Cousotet al., 1977) démontrent que〈I,⊑I,⊔I,⊓I, ∅I , [−∞, +∞]〉 forme un treillis
complet et, démontre l’existence de la correspondance de Galois suivante :

(℘(R),⊆) −−−→←−−−αI

γI

(I,⊑I)

avec
αI(R) = [min(R),max(R)] etγI([a, b]) = {x | a ≤ x ≤ b} .

La sûreté de l’analyse statique par interprétation abstraite utilisant le treillis des inter-
valles a été démontrée dans (Cousotet al., 1977).

Nous introduisons dans ce paragraphe les notations et fonctions liées à l’arithmé-
tique d’intervalles que nous utiliserons dans la suite de cet article. Les valeurs entre
crochets[ ] représenteront des valeurs intervalles par exemple[x] représente un inter-
valle sans expliciter ses bornes et,[a, b] est un intervalle donta est la borne inférieure
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et b la borne supérieure. Dans la section 3, nous utilisons le centre d’un intervalle
représenté par la fonctionm définie par :

m([a, b]) =
a + b

2
. [1]

2.4. Arithmétique flottante avec erreurs

Dans cette section, nous présentons la sémantique de l’erreur globale, notéeJ.KE,
qui est une des deux composantes de la nouvelle arithmétiqueintroduite dans cette
article. Nous présentons tout d’abord la sémantique concrète qui permet de calculer
exactement la distance séparant un résultat flottant du résultat réel, puis la sémantique
abstraite qui est fondée sur l’arithmétique d’intervalleset qui permet, en pratique, de
valider la précision numérique d’un programme.

Dans la suite de cet article, toutes les sémantiques que nousallons définir s’ap-
puient sur le langage des expressions arithmétiques donné àla figure 5. Ce langage
est composé de valeurs réellesr, de variablesx, et des opérations+,−,×,÷. La dif-
férence par rapport au langage définit à la figure 2 est que chaque élément d’une ex-
pression arithmétique est muni d’une étiquette uniqueℓ permettant de l’identifier. Ces
étiquettes représentent de nouveaux points de contrôle, c’est-à-dire les points impor-
tants du programme pour l’analyse de la précision numérique. Ces points de contrôle
explicitent l’origine des erreurs d’arrondi et permettentainsi de les tracer.

aℓ ::= rℓ | xℓ | a
ℓ0
0 +ℓ a

ℓ1
1 | a

ℓ0
0 −

ℓ a
ℓ1
1 | a

ℓ0
0 ×

ℓ a
ℓ1
1 | a

ℓ0
0 ÷

ℓ a
ℓ1
1

Figure 5. Grammaire des expressions arithmétiques étiquetées

Nous présentons la sémantique de l’erreur globale qui permet de calculer globale-
ment l’erreur due aux arrondis pour chaque variable du programme. Il faut remarquer
que nous manipulons deux types de points de contrôle : les premiers, introduits à la
section 2.2, découplent un programmeP en blocs élémentaires ayant une influence
sur les états deP . Les seconds découpent les valeurs manipulées parP afin d’étudier
l’origine des erreurs d’arrondi et ainsi d’étudier la précision numérique des calculs. Ce
sont ces derniers points de contrôle que nous considéreronsdans la suite de cet article.
Afin de simplifier les notations nous ne considérons pas d’opérations ensemblistes
comme celles introduites à la section 2.2 mais des calculs sur des valeurs. L’extension
aux ensembles est naturelle et ne présente pas de difficultésparticulières.

2.4.1. Sémantique concrète

L’objectif de l’arithmétique flottante avec erreurs est de mesurer la qualité d’un
calcul flottant par rapport au même calcul réalisé avec l’arithmétique réelle. Une valeur
réeller est décomposée en deux valeurs(f, e), avecf la valeur flottante ete l’erreur
d’arrondi tel que :

r = f + e,
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e représente la distance séparant le flottantf du réelr. Ainsi, plus la valeur dee est
petite et plus la qualité du calcul est grande.

Cette arithmétique est définie par induction suivant la structure d’une expression
arithmétiquea par :

JaKE = (F(a), E(a)),

la fonctionF , donnée à la figure 6(a), correspond à l’arithmétique flottante telle
qu’elle est définie dans la norme IEEE754. La fonctionE , donnée à la figure 6(b),
permet de calculer l’erreur globale générée par l’expression arithmétique considérée.

La fonctionE permet de propager les erreurs entre les différents éléments d’une
expression arithmétique. De plus, conformément à la norme IEEE754, chaque opéra-
tion introduit une nouvelle erreur issue de l’arrondi du résultat de cette opération. Par
exemple, comme nous pouvons le voir à la figure 6(b), l’erreurpour une addition est
E(a+b) = ea+eb+ ↓◦ (fa+fb) : les erreurs sur les deux opérandes sont additionnées
et l’erreur↓◦ (fa +fb) due à l’addition flottante↑◦ (fa +fb) est elle-même ajoutée au
résultat. La sémantique de la soustraction est similaire à celle de l’addition. Quant à
celle de la multiplication, elle découle du développement de (fa + ea)× (fb + eb). La
définition du calcul de l’erreur pour l’opération de l’inverse est plus compliquée puis-
qu’elle fait intervenir une décomposition en série entière(Martel, 2006; Martel, 2005).

a = (fa, ea) et b = (fb, eb)

F(a + b) =↑◦ (fa + fb)

F(a− b) =↑◦ (fa − fb)

F(a× b) =↑◦ (fa × fb)

F

„

1

a

«

=↑◦

„

1

fa

«

(a) FonctionF

E(a + b) = ea + eb+ ↓◦ (fa + fb)

E(a− b) = ea − eb+ ↓◦ (fa − fb)

E(a× b) = eafb + ebfa + eaeb+ ↓◦ (fa × fb)

E

„

1

a

«

=
+∞
X

i=1

(−1)i ei
a

f i+1
a

+ ↓◦

„

1

fa

«

(b) FonctionE

Figure 6. Définition des fonctionsF etE

Cette sémantique permet de calculer le couple flottant et erreur à chaque point
de contrôle du programme. Une instabilité numérique est détectée quand la valeur de
l’erreur est importante.

2.4.2. Sémantique abstraite

L’objectif de la sémantique abstraite, notéeJ.K♯
E
, est d’étudier la précision numé-

rique d’un programme pour des classes d’exécution. Nous voulons valider le com-
portement numérique du programme pour des plages d’entréespossibles. Pour cela,
nous abstrayons les ensembles d’entrées réellesR possibles par un couple d’inter-
valles([f ], [e]). L’intervalle [f ] est une sur-approximation de l’ensemble des flottants
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représentantR en machine et l’intervalle[e] est une sur-approximation de l’ensemble
des erreurs↓◦ (x), ∀x ∈ R.

Nous étendons la fonction↓◦ à des valeurs d’intervalles grâce à la fonction↓I
◦

définie par l’équation [2]. Cette fonction est paramétrée par le mode d’arrondi qui
détermine l’intervalle d’erreurs. Pour un intervalle[a, b] aveca la borne inférieure
et b la borne supérieure, l’erreur d’arrondi maximaleη est donnée par la valeur de
l’ulp de la plus grande borne, telle que définie à la section 2.1. L’ensemble des erreurs
d’arrondi est alors donné par l’intervalle[−η, η].

↓I◦ ([a, b]) = ulp(max(|a|, |b|)) × [−1, 1] . [2]

La sémantiqueJ.K♯
E

est définie par induction sur la structure d’une expression arithmé-
tiquea par :

JaK♯
E

= (F♯(a), E♯(a)),

F ♯ etE♯ sont les extensions des fonctionsF etE à l’arithmétique d’intervalles.

Exemple 2.1 Soit l’expression arithmétique, tirée de (Goubaultet al., 2006a),p =
x − ax avecx = 1 dans les flottants et avec une erreur comprise dans l’intervalle
[−0.5, 0.5], c’est-à-dire quex varie dans les réels entre[0.5, 1.5]. Nous fixonsa =
0.65 et nous considérons qu’aucune erreur n’est attachée àa. Nous considérons, pour
simplifier, que les calculs flottants n’engendrent pas de nouvelle erreur.

F♯(p) = F♯(x)− F♯(ax)

= [1, 1]− [0.65, 0.65] × [1, 1]

= [1, 1]− [0.65, 0.65]

= [0.35, 0.35]

E♯(p) = E♯(x)− E♯(ax)

= [−0.5, 0.5] − ([0, 0]× [1, 1] + [−0.5, 0.5]× [0.35, 0.35] + [0, 0]× [−0.5, 0.5])

= [−0.5, 0.5] − [−0.175, 0.175]

= [−0.675, 0.675]

Le résultat réel est alors dans l’intervalle[−0.325, 1.025] alors que le flottant est
0.35, il y a donc une erreur importante.

L’exemple précédent montre que les dépendances entre les valeurs affectent les
résultats de l’analyse. La méthode de différentiation automatique permet de combler
ce manque.

2.5. Différentiation automatique

Cette section présente la différentiation automatique (Griewank, 2000; Bischofet
al., 2002) qui, après l’arithmétique de l’erreur globale, est la deuxième composante de
la nouvelle arithmétique définie à la section 3.
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L’idée de la différentiation automatique est de considérerun programme comme
une fonction mathématique définie par composition de fonctions élémentaires. En
nous restreignant aux expressions arithmétiques, les fonctions élémentaires sont les
opérations+,−,×,÷ et les fonctions étudiées sont toutes les compositions possibles
de ces opérations. Cette méthode s’appuie sur la règle de dérivation en chaîne : sif et
g sont deux fonctions différentiables alorsf ◦ g est différentiable telle que :

(f ◦ g)′ = f′(f ◦ g′) .

Cette règle donne la façon de calculer la dérivée de fonctions composées, par appli-
cation des règles mathématiques usuelles de dérivation. Ladifférentiation est réalisée
suivant les variables du programme et nous distinguons deuxtypes de variables : les
variables indépendanteset lesvariables dépendantes. Les variables indépendantes
sont la plupart du temps les variables d’entrée du programmeet elles sont utilisées
pour la différentiation. Les variables dépendantes sont celles pour lesquelles nous
voulons calculer les dérivées et sont en général les sortiesdu programme. De plus,
les variables sont ditesactivessi elles sont accompagnées d’une information de déri-
vée.

Nous définissons la sémantiqueJ.KD associée à cette méthode suivant la structure
d’une expression arithmétiquea telle que :

JaKD = (F(a),D(a)),

F est la fonction définie à la figure 6(a) implantant la norme IEEE 754 etD, définie
à la figure 7, correspond au calcul des dérivées en un point. Une valeur réelle est
décomposée en un couple(f, d) avecf la valeur flottante etd la valeur de la dérivée
au pointf . Comme nous l’avons mentionné précédemment, la fonctionD est définie
par les règles de dérivation mathématique.

Cette méthode permet, par le biais des valeurs de la différentielle, une analyse de
dépendance entre les variables présentes dans le programme. En effet, la différentielle
est composée de dérivées partielles calculées par rapport aux variables indépendantes

a = (fa, da) et b = (fb, db)

D(a + b) = da + db

D(a− b) = da − db

D(a× b) = dafb + dbfa

D

„

1

a

«

= −
da

f2
a

si fa 6= 0

Figure 7. Définition de la fonctionD
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du programme. Si une dérivée partiellep associée à la variablex est nulle pour une
variable activev alors nous pouvons conclure quev ne dépend pas dex. A l’inverse,
si p a la plus grande valeur non nulle parmi les dérivées partielles composant la diffé-
rentielle dev alors la variablex est la plus influente dans le calcul dev.

Exemple 2.2 Reprenons l’exemple de la section 2.4 avecp = x − ax et calculons la
dérivée dep par rapport àx. a = (0.65, 0) avec0.65 la valeur flottante et0 la valeur
de la dérivée dea par rapport àx. x = (1, 1) où la première composante est la valeur
flottante et la seconde représente la valeur de la dérivée dex par rapport àx.

D(p) = D(x)−D(ax)

= 1− (0.65× 1 + 0× 1)

= 0.35

x a une influence dans le calcul dep et nous en déduisons qu’une erreur initialee sur
x induit une approximation du résultat dea dans les flottants de0.35e.

Il existe deux implantations possibles de la méthode de la différentiation automa-
tique (Bischofet al., 2002; Griewank, 2000) : par surcharge d’opérateurs et par trans-
formation de code source. La méthode par surcharge s’appuiesur le concept objet de
certains langages de programmation et elle est appliquée par exemple au langage C++
à travers la librairie ADOL-C2. C’est la plus simple des deux méthodes puisqu’elle né-
cessite uniquement la définition d’un nouveau type de données (c’est-à-dire une classe
en programmation objets). L’inconvénient de cette méthodeest une dégradation des
performances tandis que sur son avantage est le peu de changements à effectuer dans
le programme original.

La méthode de transformation de code source est utilisée dans les programmes
ADIC 3 (Bischof et al., 1997), ADIFOR4 (Bischof et al., 1994) ou TAPENADE5

(Hascoëtet al., 2005) pour les langages C/C++ et Fortran respectivement. L’objectif
est de modifier le programme original pour ajouter les instructions permettant le cal-
cul des dérivées. Elle fait appel à des concepts issus de la compilation, par exemple
la génération d’arbres de syntaxe abstraite. L’ajout de nouvelles instructions modi-
fie la sémantique du programme et nécessite donc une grande expertise pour sa mise
en œuvre. L’utilisation des techniques de compilation permet de mettre en place des
analyses statiques et des optimisations qui permettent d’obtenir de meilleures perfor-
mances pour le code généré.

Dans la nouvelle arithmétique définie à la section 3, nous nous situons entre les
deux méthodes d’implantation. D’une part, l’analyse statique de programmes utilise
des outils issus de la compilation. Nous avons alors accès à l’ensemble des infor-
mations du programme, comme par exemple la liste des variables. D’autre part, nous

2. http ://www.math.tu-dresden.de/ adol-c/
3. http ://www-fp.mcs.anl.gov/adic/
4. http ://www-unix.mcs.anl.gov/autodiff/ADIFOR/
5. http ://www-sop.inria.fr/tropics/tapenade.html
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définissons la sémantique des expressions arithmétiques pour analyser la précision nu-
mérique et nous ne modifions pas le programme pour ajouter lesexpressions de calculs
des dérivées. Nous nous situons ainsi dans la cas de l’implantation par surcharge des
opérateurs.

3. Arithmétique de l’erreur différentiée

Dans cette section, nous présentons une nouvelle sémantique, notéeJ.KED, fondée
sur les méthodes de différentiation automatique et de l’erreur globale introduites aux
sections 2.4 et 2.5. Nous introduisons tout d’abord à la section 3.1 une première sé-
mantique, notéeJ.K1

ED
permettant de calculer des approximations linéaires de l’erreur,

puis nous montrerons à la section 3.2 comment cette sémantique peut être étendue
pour réaliser des approximations polynomiales fondée sur des polynômes de Taylor.
Nous détaillerons une extension fondée sur des polynômes deTaylor du second ordre,
notéeJ.K2

ED
.

Conformément à la théorie de l’interprétation abstraite (Cousotet al., 1977; Cousot
et al., 1992), nous allons tout d’abord définir des sémantiques concrètes pourJ.K1

ED
et

J.K2
ED

, c’est-à-dire des sémantiques spécifiant exactement le comportement d’un pro-
gramme au cours d’une exécution, puis nous donnerons des versions abstraites de ces
sémantiques dans lesquelles les ensembles de valeurs sont abstraits par des intervalles
afin de pouvoir raisonner, au cours d’une analyse statique, sur des ensembles d’exécu-
tions.

3.1. Différentiation au premier ordre

3.1.1. Sémantique concrète

Nous présentons maintenant la sémantique qui permet d’approcher linéairement
la fonctionE introduite à la section 2.4 pour chaque variable du programme. Nous
partons du constat qu’à chaque point de contrôleℓ d’une expression arithmétique (cf.
figure 5) une nouvelle erreur est introduite. L’erreur introduite au point de contrôleℓ
sera notéeoℓ. Elle correspond soit à l’erreur de représentation d’une constante, soit
à l’erreur d’arrondi du résultat d’une opération.E (cf. figure 6(b)) est une fonction
desoℓ dont le résultat est l’erreur globale. Nous allons alors appliquer la méthode de
différentiation automatique à la fonctionE par rapports auxoℓ. Lesoℓ sont associées
aux variables indépendantes de la différentiation automatique.

Dans la sémantique concrèteJ.K1
ED

, une valeur réeller est représentée par un triplet
(f, e, d) avecf la valeur flottante,e l’erreur globale etd la différentielle dee par
rapport aux variablesoℓ. La sémantiqueJ.K1

ED
est définie suivant la structure d’une

expression arithmétiquea telle que

JaK1ED = (F(a), E(a),D1
E(a)),
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F l’implantation de la norme IEEE 754 (cf. figure 6(a)) etE la fonction de calcul de
l’erreur globale (cf. figure 6(b)). La fonctionD1

E est la composition de la fonctionE et
de la fonctionD dont la définition est donnée à la figure 8, elle calcule le gradient de
E . Nous obtenons ainsi un gradient dont les composantes sont de la forme∂E/∂oℓ.

La sémantique d’une constante réellec au point de contrôleℓ est donnée par le tri-

plet
(

↑◦ (c), ↓◦ (c), ↓◦(c)
∂oℓ

)

. L’élément↑◦ (c) est la partie représentable dec dans les

flottants, l’élément↓◦ (c) est l’erreur de représentation et l’élément↓◦(c)
∂oℓ est le vec-

teur dont toutes les composantes sont nulles sauf laℓ-ième qui vaut1. Comme pour
la fonctionD, la définition de la fonctionD1

E s’appuie sur les règles de dérivation
mathématique. Pour les opérations d’addition et de soustraction nous obtenons des
combinaisons linéaires des vecteurs de dérivées partielles des opérandes auxquelles
nous ajoutons le vecteur associé à la nouvelle erreur d’arrondi. Le calcul pour l’opéra-
tion de multiplication se fonde sur la formuleax + by + xy aveca etb des constantes
et, x et y les variables suivant lesquelles nous différentions. Nousobtenons la diffé-
rentielleax′ + by′ + x′y + xy′ = x′(a + y) + y′(b + x) et, en posanta = fa, b = fb,
x = ea, y = eb, x′ = da et y′ = db, nous obtenons la définition de la figure 8.
Pour l’opération d’inversion, nous différentions terme à terme la fonctionE associée
à l’opération d’inversion définie à la figure 6(b).

a = (fa, ea, da) et b = (fb, eb, db)

D1
E(a + b) = da + db +

∂ ↓◦ (fa + fb)

∂oℓi

D1
E(a− b) = da − db +

∂ ↓◦ (fa − fb)

∂oℓi

D1
E(a× b) = da(fb + eb) + db(fa + eb) +

∂ ↓◦ (fa × fb)

∂oℓi

D1
E

„

1

a

«

=
+∞
X

i=1

(−1)i 1

f i+1
e

i−1
da +

∂ ↓◦ ( 1
fa

)

∂oℓi

Figure 8. Définition de la fonctionD1
E

Dans cette sémantique, le calcul des dérivées partielles nepermet qu’une ana-
lyse de dépendance puisque le terme d’erreur est calculé dans les réels. Par contre,
nous nous servirons de leurs valeurs dans la sémantique abstraite pour calculer des
ensembles d’erreurs, représentés par des intervalles, mais en réduisant de manière si-
gnificative l’effet enveloppant.

3.1.2. Sémantique abstraite

La sémantique abstraite, notéeJ.K1♯
ED

, permet, comme la sémantique abstraiteJ.K♯
E

(cf. section 2.4), d’évaluer la précision numérique pour des classes d’exécutions. Nous
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présentons dans cette section la manière dont nous calculons des approximations li-
néaires garanties de l’erreur avant de définir formellementJ.K1♯

ED
.

L’analyse par intervalles (Moore, 1979; Jaulinet al., 2001) introduit la notion de
fonctions d’inclusion. A une fonction mathématiqueµ est associée une fonction in-
formatiqueι calculée à l’aide de l’arithmétique d’intervalles. Cette fonctionι est une
fonction d’inclusion si l’image d’un intervalle[x] parµ est contenue dans l’image de
[x] par ι. La fonction d’inclusion naturelle est celle définie directement à partir des
opérations de l’arithmétique d’intervalles. Nous notons[f]n la fonction d’inclusion
naturelle associée à la fonction mathématiquef.

Nous illustrons la fonction d’inclusion naturelle par un exemple tiré de (Jaulinet
al., 2001). Nous calculons les fonctions d’inclusion sur l’intervalle[−1, 1] de f1 et f2
deux fonctions équivalentes, définies par :

f1(x) = x
2 + x ,

f2(x) =

„

x +
1

2

«2

−
1

4
.

La figure 9 donne une représentation graphique de l’amplitude des intervalles résultat
de l’évaluation de[f1]n et [f2]n. Nous avons[f1]n([−1, 1]) = [−2, 2] où nous avons
représenter la puissance2 par une multiplication. Nous avons aussi[f2]n([−1, 1]) =
[− 1

4 , 2], qui est de plus le résultat mathématique exact de l’image de[−1, 1] parf.

f(x)

1

1

[f1] ([−1, 1])

[f2] ([−1, 1])

Figure 9. Fonctions d’inclusion naturelles def1 et f2

Il est cependant possible de définir d’autres fonctions d’inclusion permettant de
limiter l’influence, sur le résultat, de la forme d’une expression évaluée dans les in-
tervalles. Le théorème des accroissements finis dit : "Soitf une fonction différentiable
sur l’intervalle[a, b], de différentielleg, alors il existec dans]a, b[ tel que :

f(b) = f(a) + g(c)(b− a) .
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En généralisant, nous obtenons :

∀x ∈ [a, b], ∃c ∈]a, b[, f(x) = f(m) + g(c)(x−m),

m est le milieu de l’intervalle[a, b]. Ces théorèmes nous affirment l’existence de cette
valeurc mais pas le moyen de la calculer. En utilisant l’arithmétique d’intervalles pour
calculerg nous obtenons l’ensemble des dérivées def sur [a, b] et nous obtenons la
relation :

∀x ∈ [a, b], f(x) ∈ f(m) + [g]n([a, b])(x−m) .

Par extension, nous obtenons :

f([a, b]) ⊆ f(m) + [g]n([a, b])([a, b]−m) .

Nous pouvons alors définir la fonction d’inclusion centrée,notée[f]c pour la fonc-
tion mathématiquef, définie pour toute fonctionf différentiable sur un intervalle[x]
dont le milieu est notém et de différentielleg. Nous avons :

[f]c([x]) = f(m) + [g]n([x])([x]−m) . [3]

La figure 10 donne deux interprétations graphiques de la fonction d’inclusion cen-
trée. Suivant la largeur de l’intervalle d’étude de la fonction, nous obtenons une ap-
proximation plus ou moins précise.

m

(a) Intervalle d’étude large

m

(b) Intervalle d’étude moins large

Figure 10. Fonction d’inclusion centrée

Cette définition peut être étendue sans difficulté à des fonctions manipulant des
valeurs vectorielles. Grâce à cette nouvelle fonction d’inclusion nous pouvons définir
un nouveau calcul d’ensemble d’erreurs en prenant comme fonction f la fonctionE et
comme intervalle[x] le vecteur d’intervalles d’erreurs élémentaires, noté~O.

Dans la sémantique abstraite, un ensemble de valeurs réellesR est représenté par
un triplet([f ], m, [d]) avec[f ] l’intervalle de flottants,m le centre de l’intervalle d’er-
reurs et[d] le vecteur de dérivées partielles. La sémantique abstraiteest définie sur la
structure d’une expression arithmétiquea telle que :

JaK1♯
ED

= (F♯(a), E♯
m(a),D♯

E
(a)) .
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La fonctionF ♯ est l’extension de la fonctionsF à l’arithmétique d’intervalles. La
fonctionE♯

m, définie à la figure 11, est une adaptation de la fonctionE♯ au calcul de la
valeur centrée de l’erreur globale. Elle suit les mêmes règles de calcul queE♯ mais en
convertissant systématiquement tous les intervalles en une valeur unique qui est leur
centre en utilisant la fonctionm définit à l’équation [1].

a = ([fa], ma, [da]) et b = ([fb], mb, [db])

E♯
m(a + b) = ma + mb + m(↓I◦ ([fa] + [fb]))

E♯
m(a− b) = ma −mb + m(↓I◦ ([fa]− [fb]))

E♯
m(a× b) = m(ma[fb]) + m(mb[fa]) + mamb + m(↓I◦ ([fa]× [fb]))

E♯
m

„

1

a

«

=

+∞
X

i=1

(−1)i mi
a

[fa]i+1
+ m

„

↓I◦

„

1

[fa]

««

Figure 11. Définition de la fonctionE♯
m

La fonctionD♯
E est une extension de la fonctionDE à l’arithmétique d’intervalles

où chaque occurrence d’une variable d’erreurse est remplacée par un calcul de l’ap-
proximation linéaire définie par la relation [4]. Cette substitution permet de calculer
l’ensemble des dérivées premières de l’intervalle d’erreurs et ainsi permet de garan-
tir les approximations.̇m( ~O) représente l’application de la fonctionm sur toutes les
composantes de~O. Nous définissons la fonctionA1, qui calcule l’intervalle résultat de
l’approximation linéaire de la fonctionE♯ suivant un centrem et le vecteur de dérivées
intervalles[d], par :

A1(m, [d]) = m + [d]( ~O − ṁ( ~O)) . [4]

L’ensemble réelR associé à la valeur abstraite([f ], m, [d]) est égal à :

R = [f ] +A1(m, [d]) .

Exemple 3.1 Reprenons l’exemple de la section 2.4 avecp = x − ax, x =
([1, 1], 0, [1, 1]x) où0 est le milieu de l’intervalle d’erreur initiale[−0.5, 0.5], et [1, 1]
est la valeur de la dérivée deex par rapport à l’erreur initiale. La valeur dea est
a = ([0.65, 0.65], 0, [1, 1]a) (erreur initiale nulle). Nous considérons pour simplifier
que les calculs flottants n’engendrent pas de nouvelles erreurs. La notationxy repré-
sente une valeur d’erreur ou de dérivéex associée à la variabley.

E♯
m(p) = E♯

m(x)− (m(E♯
m(a)×F♯(x)) + m(E♯

m(x)× F♯(a)) + E♯
m(a)× E♯

m(x))

= 0− (m(0× [1, 1]) + m(0× [0.65, 0.65]) + 0× 0)

= 0

Nous savons par le calcul des dérivées quep a une erreur qui dépend de l’erreur sur
a et de l’erreur surx.
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D1♯
E

(p) = D1♯
E

(x)− (D1♯
E

(a)× F♯(x) +D1♯
E

(x)× F♯(a) +D1♯
E

(x)× E♯(a)

+D1♯
E

(a)× E♯(x))

= [1, 1]x − ([1, 1]a × [1, 1] + [1, 1]x × [0.65, 0.65] + [1, 1]x × 0

+ [1, 1]a × [−0.5, 0.5])

= [1, 1]x − ([0.5, 1.5]a, [0.65, 0.65]x)

= ([−1.5,−0.5]a, [0.35, 0.35]x)

Nous obtenons alors un ensemble d’erreurs avec⊗ le produit scalaire et
(0a, [−0.5, 0.5]x) le vecteur d’erreurs initiales :

A1(E♯
m(p),D1♯

E
(p)) = E♯

m(p) +D1♯
E

(a)⊗ (0a, [−0.5, 0.5]x)

= 0 + ([−1.5,−0.5]a, [0.35, 0.35]x)⊗ (0a, [−0.5, 0.5]x)

= [−0.175, 0.175]

Au final, nous avons un ensemble réelR compris dans l’intervalle[0.175, 0.425] avec
le flottant toujours égal à0.35.

Comme nous l’avons vu à la section 2.2, dans la présentation générale de la théorie
de l’interprétation abstraite, il est nécessaire de munir notre ensemble de valeurs d’une
structure de treillis. Nous définissons maintenant le treillis des flottants avec erreurs
différentiées au premier ordre. La relation d’ordre⊑1♯

ED
est définie par :

([f1], m1, [d1]) ⊑
1♯
ED

([f2], m2, [d2])⇔

8

<

:

[f1] ⊑I [f2]
∧
A1(m1, [d1]) ⊑I A

1(m2, [d2])
.

Les opérations d’union⊔1♯
ED

et d’intersection⊓1♯
ED

sont définies par :

([f1], m1, [d1]) ⊔
1♯
ED

([f2], m2, [d2]) =
`

[f1] ⊔I [f2], m(A1(m1, [d1]) ⊔I A
1(m2, [d2])), [d1]⊔̇I[d2]

´

,

([f1], m1, [d1]) ⊓
1♯
ED

([f2], m2, [d2]) =
`

[f1] ⊓I [f2], m(A1(m1, [d1]) ⊓I A
1(m2, [d2])), [d1]⊓̇I[d2]

´

.

Les opérationṡ⊔I et ⊓̇I représentent l’application composante par composante des
opérateurs⊔I et⊓I. Les trois fonctions liées à la structure d’ordre du treillis des flot-
tants avec erreurs différentiées nécessitent l’évaluation de l’intervalle d’erreurs.
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3.2. Différentiation d’ordre supérieur

La fonction d’inclusion centrée se fonde sur le théorème desaccroissements finis.
La définition de nouvelles fonctions d’inclusion se fondantsur la généralisation de
ce théorème aux fonctionsn fois différentiables est naturelle. La formule de Taylor-
Lagrange est alors la base de la définition des fonctions d’inclusion de Taylor. De
plus, la différentiation d’ordre supérieur permet de prendre en compte beaucoup plus
d’informations de dépendance, ce qui permet de définir des approximations plus pré-
cises. Nous montrons les possibilités d’extension de la sémantique précédente par
application successive de la différentiation automatiqueafin de calculer des dérivées
d’ordren.

La fonctionD peut être appliquée sur la fonctionD1
E pour donner la fonctionD2

E

calculant les dérivées secondes de la fonctionE par rapport auxoℓ. En appliquant à
nouveau la fonctionD sur la fonctionD2

E , nous pouvons calculer les dérivées troi-
sièmes et ainsi de suite pour calculer les dérivéesn-ième.

Grâce à la connaissance des dérivées de tous ordres, nous pouvons définir une
fonction d’inclusion fondée sur des formes de Taylor (Neumaier, 2003; Jaulinet al.,
2001). Le théorème des accroissements finis se généralise aux fonction différentiables
n fois par la formule de Taylor-Lagrange (Rudin, 1976). Et, enprocédant de la même
manière qu’à la section 3.1, nous pouvons définir une fonction d’inclusion de Taylor,
notée[f]T telle que :

[f]T ([x]) = f(m) + . . . + fn−1(m)
([x]−m)n−1

(n− 1)!
+ [fn]n([x])

([x]−m)n

n!
. [5]

Cette définition s’étend aussi sans difficulté à des valeurs vectorielles. L’avan-
tage d’une telle fonction d’inclusion est de n’utiliser l’arithmétique d’intervalles qu’à
l’ordren, en général sur des petits ensembles de valeurs, et donc de limiter grandement
l’effet enveloppant. Cependant, le compromis entre précision et efficacité de l’analyse
doit être pris en considération, c’est la raison qui nous a conduit à n’expliciter qu’une
extension à l’ordre2 de la sémantique de la section 3.1.

Nous présentons une extension à l’ordre2, notéeJ.K2
ED

. Une valeur réeller dans
la sémantique concrète est représentée par un quadruplet(f, e, j, h) où f et e repré-
sentent respectivement la partie représentable et non représentable der et où j et
h représentent les vecteurs de dérivées partielles au premier et au second ordre de
l’erreur globale suivant lesoℓ. La sémantiqueJ.K2

ED
est définie sur la structure d’une

expression arithmétiquea par :

JaK2ED = (F(a), E(a),D1
E(a),D2

E(a)),

F(a), E(a) etD1
E sont les mêmes que précédemment et sont respectivement définies

aux figures 6(a), 6(b) et 8. La fonctionD2
E est définie à la figure 12. Sa définition

est obtenue de la même manière que la définition de la fonctionD1
E . La difficulté

vient du calcul des dérivées secondes à partir du produit de deux vecteurs de dérivées
premières. Il faut réaliser une multiplication matricielle entre les deux vecteurs afin
d’obtenir toutes les combinaisons linéaires possibles.
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a = (fa, ea, ja, ha) et b = (fb, eb, jb, hb)

D2
E(a + b) = ha + hb

D2
E(a− b) = ha − hb

D2
E(a× b) = hafb + hbfa + jbja + eajb + jajb + ebja

D2
E

„

1

a

«

=

+∞
X

i=1

(−1)i i

f i+1
a

“

hae
i−1
a + (i− 1)j2

ae
i−2

”

Figure 12. Définition de la fonctionD2
E

Comme pour la sémantiqueJ.K1
ED

, le calcul des dérivées premières et secondes ne
permettent que de faire une analyse de dépendances. En effet, la sémantique concrète
calcule exactement les erreurs d’arrondi. Les valeurs des dérivées apportent une in-
formation sur l’influence d’une variable sur le calcul de l’erreur et aucune approxima-
tion n’est nécessaire. Les dérivées d’ordre2 permettent de connaître l’influence des
combinaisons d’erreurs élémentaires, introduites par l’opération de multiplication en
particulier, sur la valeur de l’erreur globale. Ceci, nous permet d’étudier les erreurs
d’ordre supérieur, erreurs résultats du produit de deux erreurs, qui ont dans certains
cas une influence non négligeable sur le calcul de l’erreur.

La sémantique abstraite, notéeJ.K2♯
ED

, utilise la fonction d’inclusion de Taylor
d’ordre2 pour calculer des ensembles d’erreurs. Cette fonction est donnée par l’équa-
tion [6] et, elle induit un changement dans le calcul des dérivées premières définies
à la section 3.1, puisque ces dérivées ne doivent plus être calculées sur la totalité de
l’intervalle d’erreurs mais uniquement au centre. Nous définissons à la figure 13 la
fonctionD1♯

mE calculant les dérivées d’ordre1 au niveau du centre de l’intervalle d’er-
reur, c’est-à-dire suivant les valeurs de la fonctionE♯

m. Cette définition est construite
de la même manière que la fonctionE♯

m (cf. figure 11) et le résultat de chaque opé-
ration mettant en jeu un intervalle est réduit en son centre grâce à la fonctionm. La
notationf(i) représente la differentielle d’ordrei de la fonctionf.

[f]T2([x]) = f(m) + f(1)(m)([x]−m) +
1

2
([x]−m)[f(2)]n([x])([x]−m) . [6]

Un ensemble de valeurs réellesR est représenté dans la sémantique abstraiteJ.K2♯
ED

par un quadruplet([f ], m, j, [h]) avec[f ] l’ensemble des valeurs flottantes associées à
R, m la valeur centrée de l’erreur,j le vecteur de dérivées partielles premières calculé
au pointm et h la matrice de dérivées secondes. Les dérivées secondes sontrepré-
sentées sous forme de matrices où les lignes et les colonnes représentent les points de
contrôle et où la valeur de la case d’indicesi, j représente la dérivée seconde de la
fonctionE par rapport aux erreurs élémentairesoℓi et oℓj . Cette dérivée représente la
contribution du produit deoℓi et deoℓj dans la valeur de l’erreur globale.
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a = ([fa], ma, ja, [ha]) et b = ([fb], mb, jb, [hb])

D1♯
mE

(a + b) = ja + jb +
∂ ↓◦ (a + b)

∂oℓi

D1♯
mE

(a− b) = ja − jb +
∂ ↓◦ (a− b)

∂oℓi

D1♯
mE

(a× b) = ṁ(ja[fb]) + ṁ(jb[fa]) + majb + mbja +
∂ ↓◦ (a× b)

∂oℓi

D1♯
mE

„

1

a

«

=

+∞
X

i=1

(−1)iṁ
„

i

[fa]i+1

«

m
i−1

ja +
∂ ↓◦ ( 1

a
)

∂oℓi

Figure 13. Définition de la fonctionD1♯
mE

La sémantiqueJ.K2♯
ED

est définie sur la structure d’une expression arithmétiquea
telle que :

JaK2♯
ED

= (F♯(a), E♯
m(a),D1♯

mE
(a),D2♯

E
(a)) .

Comme pour la sémantique abstraiteJ.K1♯
ED

, la fonctionD2♯
E est une extension de la

fonctionD2
E à l’arithmétique d’intervalles où chaque occurrence d’unevariable d’er-

reur est remplacée par le calcul de l’approximation polynomiale de l’erreur. Cette défi-
nition nous permet de calculer l’ensemble des dérivées partielles secondes sur l’inter-
valle d’erreur et elle nous permet d’avoir des approximations garanties. Le domaine
est défini de manière analogue au treillis des flottants avec erreurs différentiées au
premier ordre.

4. Résultats expérimentaux

Nous avons implanté la sémantique de l’erreur différentiéeà l’ordre1 et 2 dans
un prototype écrit en OCaml6 permettant d’analyser un noyau de langage impéra-
tif basé sur le langage C. Nous obtenons des résultats qui confirment l’intérêt de la
composition de sémantiques dans l’étude de la précision numérique. Nous illustrons
les bonnes propriétés de la sémantiqueJ.KED par deux exemples. Le premier exemple
permet d’apprécier le gain de précision des résultats entreun calcul d’erreur dans les
intervalles et un autre avec notre nouvelle sémantique. Cetexemple est basé sur un cal-
cul de racine carré, par une méthode de Newton. Le second exemple a été construit, à
partir de la suitexn+1 = xn − axn, et met en évidence l’intérêt d’une différentiation
de l’erreur au second ordre.

Dans ces deux exemples, nous avons analysé les programmes enutilisant une arith-
métique flottante multiprécision pour calculer les erreurs. L’arithmétique multipréci-

6. http ://caml.inria.fr/
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double xn = 0 . 1 ;
double xn1 = 0 . 0 ;
double a = [25 , 25 ] _ [−0.01 , 0 . 0 1 ] ;
i n t cond = 0 ;
double temp = 0 . 0 ;
double r e s = 0 . 0 ;

whi le ( cond < 1) {
xn1 = 0 . 5 * xn * ( 3 . 0 − a * xn * xn ) ;
temp = xn1− xn ;
i f ( temp < 1e−12) {

cond = 2 ;
}
i f ( temp > −1e−12) {

cond = 2 ;
}
xn = xn1 ;
r e s = xn1 * a ;

}
(a) Racine carrée par la méthode de Newton

double a = [ 0 . 8 , 0 . 9 ] ;
double b = 0 . 3 5 ;
double x = [ 0 . 7 9 , 0 . 9 9 ] _ [−0 . 1 , 0 . 1 ] ;

whi le ( 1 ) {
x = a * x * x − b * x * x ;

}
(b) Suite hypergéométrique

Figure 14. Code source des exemples

sion est une implantation logicielle de l’arithmétique flottante permettant de fixer ar-
bitrairement le nombre de bits de la mantisse. Bien que l’interprétation abstraite per-
mette de calculer des approximations des comportements de programmes, il est, en
général, nécessaire d’utiliser des stratégies d’itérations permettant en un temps fini de
calculer le point fixe avec suffisamment de précision. Dans nos exemples la stratégie
employée est le dépliage de boucle (Blanchetet al., 2003), c’est-à-dire l’exécution du
corps de la boucle un certain nombre de fois fixé au début de l’analyse.

De plus, nous avons appliqué, pour le premier exemple, un opérateur d’élargisse-
ment, quasi indispensable en interprétation abstraite, mais difficile à définir en analyse
de la précision numérique. En effet, une méthode courante pour définir cet opérateur
utilise un ensemble de valeurs paliers (Blanchetet al., 2003). Dans notre cas, il n’est
pas possible de définir a priori des paliers servant pour l’élargissement des termes
d’erreur. La technique alors adoptée est la dégradation de la précision. A chaque ap-
plication de l’opérateur d’élargissement, nous diminuonsle nombre de bits servant à
représenter les erreurs. Cette diminution a pour effet d’augmenter la valeur de l’ulp et
permet ainsi d’avoir un ensemble dynamique de paliers.

Le premier programme implante une méthode de Newton calculant la racine carrée
d’un nombrea strictement positif ; le code source est donné à la figure 14(a). Ce calcul
s’appuie sur la récurrence définie par l’équation :

xn+1 =
xn

2

`

3− ax
2
n

´

.

Le résultat du programme, c’est-à-dire la racine carréer d’un nombrea, est
r = xp ×a avecxp la valeur du point fixe de la fonction. Cet algorithme nécessite une
connaissance d’une "bonne valeur" initiale proche de la solution, nous ne considérons



526 RSTI - TSI – 28/2009. Supervision et sécurité en réseaux

pas ce problème ici en supposant cette valeur connue. Nous avons analysé les pro-
priétés numériques de ce programme avec les sémantiquesJ.K♯

E
etJ.K1♯

ED
et un dépliage

initial de la boucle de10 itérations. Notre sémantique de l’erreur différentiée permet
d’améliorer le calcul des erreurs en prenant en compte les relations qui les lient. Mais
elle n’agit pas sur les valeurs flottantes. Afin d’assurer la stabilité de l’algorithme dans
les flottants, nous avons choisi de calculer la racine carréed’une valeur simple25.0
mais entachée d’une erreur[−0.01, 0.01].

(a) Erreur calculée par la sémantiqueJ.K♯
E

(b) Erreur calculée par la sémantiqueJ.K1♯
ED

Figure 15. Intervalle d’erreurs pour chaque itération du programme 14(a)



Formes de Taylor en analyse statique 527

L’analyse avec la sémantiqueJ.K♯
E

qui utilise l’arithmétique d’intervalles pour le
calcul du flottant et de l’erreur ne permet pas d’apprécier laqualité du résultat flottant
qui est[5.0, 5.0] alors que l’évolution de l’intervalle d’erreur grandit. Lafigure 15(a)
montre cette évolution en fonction des itérations. La sémantiqueJ.K1♯

ED
permet, grâce

à la prise en compte des relations entre erreurs, de calculerun terme d’erreur qui
converge. L’évolution de l’erreur calculée par approximation linéaire est donnée à la

(a) Erreur calculée par la sémantiqueJ.K1♯
ED

(b) Erreur calculée par la sémantiqueJ.K2♯
ED

Figure 16. Intervalle d’erreurs pour chaque itération du programme 14(b)
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figure 15(b). Grâce à ces informations nous pouvons conclureque le résultat flottant
est très proche du résultat réel.

Le second exemple estxn+1 = ax2
n − bx2

n. Le programme associé à cette suite
est donné à la figure 14(b). Nous avons comme valeur initialex0 l’intervalle flottant
[0.79, 0.99] et celle-ci est entachée d’une erreur comprise dans l’intervalle[−0.1, 0.1],
c’est-à-dire que les valeurs réelles sont dans l’intervalle [0.69, 1.09]. La constantea
est dans l’intervalle[0.8, 0.9] et la constanteb est égale à0.35. Naturellement, cette
suite converge positivement vers0 quandn tend vers+∞.

Une analyse par la sémantiqueJ.K♯
E

conduit à une valeur flottante qui converge
vers0 mais un terme d’erreur qui rapidement explose (à partir de la13-ième itéra-
tion) pour être de la forme[−MAX_FLOAT , MAX_FLOAT ] avec MAX_FLOAT =
1.7976931348623157e308. Ce résultat est uniquement dû à l’arithmétique d’inter-
valles qui ne permet pas de détecter que la soustraction utilise le mêmex2

n.

Par contre, une analyse par la sémantiqueJ.K1♯
E

permet de calculer un terme d’er-
reur plus proche du modèle mathématique. L’évolution de l’erreur est donnée à la
figure 16(a). Nous obtenons alors un terme d’erreur convergeant vers0 au bout d’une
douzaine d’itérations avec une amplitude de[−0.3742, 0.3742]. Le passage à l’ordre
2 dans le calcul de l’erreur en utilisant la sémantiqueJ.K2♯

E
permet d’affiner encore ce

résultat comme le montre l’évolution de l’erreur donnée à lafigure 16(b). Cette sé-
mantique montre une convergence vers0 en7 itérations et avec un intervalle d’erreurs
qui est au maximum de[−0.161, 0.161].

L’élévation au carré desxn engendre des erreurs d’ordre supérieur qui sont de
plus en plus prépondérantes dans le calcul de l’erreur globale. L’application directe de
l’arithmétique d’intervalles ne permet pas de détecter lesrelations entre les erreurs et
donc fournit un mauvais résultat. La différentiation au premier ordre capte les relations
entre erreurs élémentaires mais pas entre erreurs d’ordre supérieur ce qui conduit à un
bon résultat mais qui peut encore être amélioré, ce que fait la sémantique à l’ordre
deux.

5. Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté une nouvelle arithmétique dédiée à l’étude
de la précision numérique dans le cadre de la validation de programmes numériques.
Cette arithmétique est issue de la combinaison de deux méthodes numériques exis-
tantes : l’erreur globale et la différentiation automatique. Elle permet de calculer plus
finement les erreurs d’arrondi en diminuant l’effet enveloppant dans les calculs et
ainsi permet d’obtenir des analyses plus précises. Nous avons montré que dans cer-
tains cas la méthode de l’erreur globale différentiée à l’ordre 2 donne des résultats
plus précis qu’au premier ordre. Il serait aussi intéressant d’étudier les ordres supé-
rieurs. Cependant, il est nécessaire de tenir compte du compromis entre efficacité et
gain de précision, surtout qu’il n’est pas évident que les ordres supérieurs améliorent
les résultats si significativement qu’ils justifient tous ces calculs.
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Dans cet article, nous nous sommes concentrés sur l’amélioration du calcul des
erreurs d’arrondi. Or les termes d’erreurs dépendent aussides valeurs flottantes, en
particulier dans le cas de la multiplication. Une sur-approximation de cet ensemble
de flottants se répercute dans le calcul de l’erreur même avecla technique présentée
ici. Une solution envisagée est d’utiliser des formes relationnelles qui introduisent des
contraintes linéaires pour affiner le calcul d’ensemble de valeurs flottantes (Goubault
et al., 2005; Goubaultet al., 2006a) et ainsi de réduire l’effet enveloppant au niveau
de la partie flottante. (Goubaultet al., 2006a) définissent une sémantique relationnelle
fondée sur des formes affines permettant de limiter l’effet enveloppant dans le calcul
flottant mais pas dans le calcul des erreurs. Une combinaisonentre cette sémantique
et la sémantique de l’erreur différentiée conduirait à des analyses très précises prenant
en considération les dépendances entre flottants et erreurs. (Goubaultet al., 2005) pro-
posent aussi de prendre en compte toutes ces dépendances, enajoutant à la sémantique
de (Goubaultet al., 2006a) des formes affines entre les erreurs. Une comparaison de
cette sémantique complètement relationnelle avec la combinaison de la sémantique de
(Goubaultet al., 2006a) et de la nôtre est envisagée.

La différentiation automatique est une technique qui a été très étudiée (Griewank,
2000; Hascoëtet al., 2005; Bischofet al., 1997; Bischofet al., 1994). Il serait très inté-
ressant d’un point de vue optimisation d’étudier encore plus attentivement les moyens
mis en œuvre pour calculer les dérivées afin d’améliorer le temps de calculs de l’ana-
lyse statique présentée dans cet article. Une piste à explorer serait l’utilisation de ré-
sultats issus d’analyses statiques préparatoires comme par exemple (Tadjouddineet
al., 1998) afin de réduire le nombre de calculs ou l’espace mémoire.

Par ailleurs, la connaissance des dérivées de la fonctionE , nous laisse entrevoir la
possibilité de définir un opérateur d’élargissement adaptépour l’étude de la précision
numérique. L’opérateur d’élargissement, élément important de la théorie de l’inter-
prétation abstraite, permet d’accélérer la convergence ducalcul de point fixe. Nous
examinons la possibilité de définir un tel opérateur en se fondant sur l’évolution des
dérivées. Excepté la possible phase d’initialisation, lesvariables d’une boucle d’un
programme suivent, en général, une progression comparableà celle définie par une
suite mathématique. Une piste envisageable serait alors l’utilisation du domaine suites
arithmético-géométriques (Feret, 2005) afin d’estimer la progression des dérivées.
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